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Resume
Dette speciale tager udgangspunkt i, at eksempler ofte bliver benyttet i matematikunder-
visning til at lette formidlingen og læringen. På baggrund af dette er det undersøgt hvad
eksemplers funktioner og betydning er i forhold til formidling og læring af matematik,
og hvorvidt det er muligt på baggrund af matematikdidaktisk teori at designe eksempler
til at støtte elevers tilegnelse af matematiske begreber.
Det er i specialet blevet fundet, at der ikke i forvejen er udført matematikdidaktisk
forskning, der arbejder med emnet. Dog er det fundet, at der indenfor det læringspsyko-
logiske forskningsfelt er lavet forskning omhandlende »læring ved induktion« og »læring
ved eksempel«. Denne forskning er inddraget i specialet for på den måde at belyse
i hvilket omfang »læring ved eksempler« er undersøgt i forvejen. Derudover har det
i specialet også været nødvendigt at definere hvornår noget kan betegnes som et eksempel.
I specialet er der medtaget en bred vifte af matematikdidaktiske teorier. Formålet
med disse teorier er, at give grundlag for design af undervisningsforløb og i særlig grad
for design af eksempler. Der er i alt designet fire undervisningsforløb til fire forskellige
gymnasieklasser, henholdsvis en A-niveau klasse og tre B-niveau klasser. Hvert af forlø-
bene er af to dages varighed af i alt 4 lektioner og behandler forskellige matematiske
emner. Forløbene er blevet gennemført og der er i den forbindelse indsamlet data der
ligger til grund for analyse og diskussion.
Det kan i specialet konkluderes, at det er muligt at designe eksempler, som støtter
elevernes indlæringen af matematiske begreber på baggrund af matematikdidaktiske
teorier. Det er dog ikke muligt at designe eksemplerne uden også at designe den kontekst
hvori de indgår, og i den forbindelse er læringsmålet særlig vigtigt. Det kan også
konkluderes, at det ikke er muligt at designe eksempler der støtter en reificering, men, at
det i stedet er muligt at designe eksempler der har et reificeringspotentiale. Derudover
kan det konkluderes, at eksempler har en afgørende betydning for formidlingen og
læringen af matematik. Uanset hvordan eksemplerne er designet vil de altid forme
elevernes læring blandt andet ved at styre det læringsmæssige fokus. Eksemplerne
bliver hurtigt genstand for lærerens undervisning, og det er muligt med eksempler at
fremme specifikke læringsmål. Det er derfor vigtigt at læreren er i stand til at designe
og analysere eksempler på en sådan måde, at der kun benyttes eksempler der fremmer
det korrekte læringsmål. Benytter læreren ikke det »rigtige« eksempel kan det resultere
i en afsporing af læringsprocessen.
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Abstract
This master thesis is motivated by the fact that examples often are used to ease the
teaching and learning of mathematics. On this basis it is investigated what the functions
and importance of examples when teaching and learning mathematics is, and whether
it is possible based on didactics of mathematics to design examples which supports
student’s learning of mathematical concepts.
The thesis has found that there has not been conducted research on this topic
within didactics of mathematics. On the other hand, within the field of psychology of
learning there has been conducted research on »learning by induction« and »learning
by examples«. These research have been included in this thesis to illustrate to what
extent »learning by examples« has been researched before. Furthermore, It has also
been necessary to define when something can be defined as an example.
The thesis has included a wide range of theories from the didactics of mathematics.
The purpose of these theories is to provide a basis for designing a course, and particularly
for designing mathematical examples. There are a total of four different courses designed
for four different high school classes, respectively, an A-level class and three B-level
classes. Each of the courses spans for two days with a total of 4 lessons, and each course
deals with a different mathematical topic. The courses have been implemented and
executed, and it is the collected data that serves as the underlying for the analysis and
discussion.
The thesis concludes that is it possible to design examples that supports the student’s
learning of mathematical concepts based on theories from the didactics of mathematics.
At the same time, it is not possible to design examples without also designing the context
in which they occur, and in this context the learning objective becomes particularly
important. It can also be concluded that it is not possible to design examples that support
reification, but that it instead is possible to design examples that have a reification
potential. Furthermore, it can be concluded that examples are essential for the teaching
and learning of mathematics. Regardless of how the examples are designed, they will
always shape the student’s learning, by for example managing the learning focus among
other things. Examples quickly become the subject of a teacher’s teaching, and it is
possible with examples to promote specific learning goals. As such, it becomes important
for the teacher to be able to design and analyze examples in a way that ensures the use
of examples that promote the appropriate learning objectives. Failing to use the »right«
example for a specific learning objective, may result in a derailment of the intended
learning process.
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Dette projekt er et speciale udarbejdet på matematik ved NSM, IMFUFA på Roskilde
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1 Indledning
»Livet er svært, men matematik er sværere« (Robert Storm Petersen)
Matematik er et fag som mange har det svært med, og citatet fra Storm P er meget
sigende for de flestes holdning til faget. Denne holdning har altid gjort, at det har
været en stor udfordring at formidle faget så eleverne både kan forstå og benytte sig af
matematikken.
Indenfor matematikdidaktik findes der forskellige teorier, der blandt andet beskriver
hvordan matematikken kan og bør formidles samt hvordan eleverne modtager og erkender
matematiske begreber. Matematikdidaktikken giver altså formidleren indblik i elevernes
læring, men giver også ideer til hvordan formidlingen kan forløbe. Blandt andre har den
israelske matematikdidaktiker og Professer ved Haifa Universitetet, Anna Sfard, opstillet
en teori, der beskriver hvordan et matematisk begreb dannes gennem en læringsproces.
På trods af den megen forskning der finder sted indenfor matematikdidaktikken ser man
til stadighed, at matematikken taber terræn i forhold til andre fag.
I forbindelse med læring af matematik får mange elever den fornemmelse, at de
ikke ved hvad matematikken skal bruges til eller hvad den betyder. I mange tilfælde
ligger matematikken som fag op til et samarbejde med andre fag. Men tit og ofte bliver
dette samarbejde ikke realiseret hvilket resultere i, at der ikke bliver gjort noget ved
elevernes frustration over ikke at kunne se formålet med faget. Derfor mener blandt andre
Ingeniøren’s visionarium1, at elevernes frustration kan fjernes ved at tydeliggøre den
relation som matematikken kan have til de andre fag. På den måde får eleverne indblik
i hvad formålet kan være med matematik og derved øges deres læring og forståelse.2
Matematikken kan tit blive meget abstrakt og derved også uforståelig, og ifølge
Michael Wahl Andersen, læringspsykolog og lektor ved PAPS3, er det vigtigt, at eleverne
præsenteres for eksempler for at forstå matematikken. Han mener, at hvis eleverne ikke
har set et eksempel så vil de ikke senere kunne benytte matematikken.4 En af verdens
største videnskabsmænd har ligeledes sagt:
»If I can’t picture it, I can’t understand it« (Albert Einstein)
Eksemplerne ser altså ud til at være vigtige i forbindelse med formidling af matematik-
ken, og for den måde som matematik formidlingen designes, altså matematikdidaktikken.
Det er ikke nødvendigvis den motiverende funktion ved eksempler der er interessant, men
de kognitive aspekter af læreprocessen som eksemplerne kan påvirke. Ifølge Professer
1 Visionariumet består af folk med interesse for formidling af matematik, heriblandt en professor i
matematikkens og naturfagenes didaktik
2 http://ing.dk/artikel/116014-visionarium-matematik-skal-ud-i-alle-fag d.30/3-2011
3 Professionsinstitut for almen pædagogik, special- og socialpædagogik på Professionshøjskolen UCC
4 http://ing.dk/artikel/116651-forsker-broeker-skal-ses-som-lagkager d. 30/3-2011
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emeritus ved New South Wales universitet, læringspsykologen John Sweller, findes der
blandt andre en type af eksempler, som kan kaldes for gennemregnet eksempler. Disse
gør, ifølge Sweller, eleverne bedre til løse opgaver i matematik. Alle disse iagttagelser
leder op til problemformuleringen.
1.1 Problemformulering
• I hvilken grad og på hvilken måde kan matematikdidaktiske teorier give grundlag
for design af eksempler, der kan støtte elevernes tilegnelse af matematiske begreber?
• Hvilke funktioner kan eksempler have i matematikundervisningen, og hvilken
betydning kan de have for elevernes læring?
1.2 Afgrænsning
Specialet omhandler matematikdidaktik, og vil ikke forholde sig til om de opstillede
hypoteser og konklusioner kan gå på tværs af fag. Der tages i specialet udgangspunkt i
eksemplers funktion ved formidling af matematik. Eksempler kan i sig selv ikke bærer
en hel undervisning, og derfor er det nødvendigt, at der også bliver behandlet teorier
der kan give en generel ide om hvilke forhindringer der kan opstå i undervisningssitua-
tioner. Det tilstiles ikke at fremstille et undervisningsforløb der senere kan adopteres
af gymnasielærer, men det tilstiles i stedet at designe nogle undervisningsforløb, der
kan tydeliggøre eksemplers funktioner og betydning ved formidlingen af matematik,
samt altså gøre det muligt at undersøge i hvilken grad dette kan ske på grundlag af
de behandlede teorier. Dermed bliver specialet også en undersøgelse af de behandlede
matematikdidaktiske teoriers bærekraft i forhold til design af eksempler.
1.3 Fremgangsmåde
Det er almindeligt set, at eksempler spiller en fremtrædende rolle i forbindelse med
matematik undervisning. Mange lærerbøger er fyldt med eksempler for at gøre indlæ-
ringen nemmere for den enkelte elev. For at besvare problemformuleringen vil følgende
fremgangsmåde benyttes.
Første skridt i udførelsen af specialet er at definere hvad et eksempel er. I specialet
undersøges eksemplet, og det er derfor nødvendigt at have en stringent definition af
hvad et eksempel er, så der videre i specialet ikke hersker tvivl herom.
I specialet vil der være præsentationer af to typer af forskning. Den første præsenta-
tion omfatter reviews af artikler og undersøgelser der allerede arbejder med eksemplets
funktion ved læring af matematik, eller bare generelt eksemplets funktion i forbindelse
med læring. I præsentationen af den anden type forskning, vil der være et bredt spektre af
teorier og tilgange, som alle berøre dele af matematikdidaktikken og læringsteori. Nogle
af teorierne vil have overlap i deres tilgang til formidlingen og læringen af matematik.
De forskellige teorier skal benyttes på forskellige måder gennem udførelsen af specialet. I
forbindelse med, at teorierne bliver præsenteret vil der ligeledes være en argumentation
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for hvad deres berettigelse og funktion er i forhold til specialet. Dette vil både ligge til
grund for udførelsen af det empiriske arbejde, men vil også ligge til grund for diskussion
og analyse.
Efter de to typer af forskning er præsenteret vil der blive opstillet en metode der
præsentere hvordan det empiriske arbejde vil blive udført. I metodeafsnittet vil der lige-
ledes være en afklaring af de metodologiske problemstillinger der kan være i forbindelse
med det empiriske arbejde.
Næste skridt er præsentationen af de opstillede undervisningsforløb. Der vil først
være en kort præsentation af de klasser som har valgt at stille deres undervisningstid til
rådighed for specialet. Herefter vil der være en gennemgang af de forløb som er blevet
opstillet i forbindelse med specialet. Der vil ved løbene analyser og diskussioner blive
argumenteret for udseendet og indholdet i forløbene på baggrund af den præsenterede
forskning.
Når det empiriske arbejde er udført vil der være en præsentationen af resultatet
herfra. Præsentationen vil tage udgangspunkt i det indsamlet empiri, og vil indeholde
konkrete citater og uddrag af empirien. Der vil i forbindelse med præsentationen være
både diskussion og analyse.
Sammenfatningen af disse ting vil lede ud i en diskussion af et svar på problemfor-
muleringen.
1.4 Motivation
Motivationen til udførelsen af specialet kommer fra en personlig og en faglig erfaring hvor
det både i læringssituationer og undervisningssituationer er erfaret hvor stor betydning
eksemplet kan have. Eksemplet i sig selv har svært ved at bærer undervisningen, men i
de fleste situationer vil en teoripræsentation kræve, at læreren efterfølgende præsentere
et eksempel før eleverne er i stand til at forstå hvad teorien betyder. Samtidig rummer
selve eksemplificeringen en risiko for en afsporing af læringsprocessen hvis der ikke er
fokus på læringsmålet.
Motivationen består også i, at emnet så vidt jeg har kunne konstatere ikke har været
gjort til genstand for matematikdidaktisk forskning. De fleste matematikdidaktiske teo-
rier der arbejder indenfor implementationsproblemet5 berøre som regel undervisningen
som en helhed.(Niss, 1993) Undervisningen består lidt groft sagt af forskellige dele og de
enkelte dele bliver berørt, men selve undervisningen bliver betragtet som en helhed hvor
delene er relevante og uddybet, men ikke undersøgt som enkeltstående element. Derfor
er motivationen også stor når det kommer til at arbejde med de didaktiske overvejelser
omhandlende de enkelte objekter i matematikundervisningen.
Eksemplet i matematikundervisningen er før blevet undersøgt, men det har været
læringspsykologiske studier som ikke har benyttet sig af den matematikdidaktiske viden
5 definitionen af implementationsproblemet er beskrevet i afsnit 4
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som findes, for eksempel har det været undersøgt om eksempler er gavnlige for elevernes
læring. Dette vil blive uddybet senere i specialet.
2 Hvad er et eksempel?
Specialet undersøger som tidligere nævnt eksemplet, og det er derfor vigtigt at have
en konsistent tolkning af hvad et eksempel er. I dette kapitel vil der blive opstillet en
definition, som vil være gældende for resten af specialet.
Eksempel
Et eksempel er en generel term som benyttes i dagligdagen. Formålet med et eksempel er
at gøre det generelle mere let tilgængeligt for modtageren ved at forholde den generelle
viden til noget konkret som modtageren eventuelt kender til i forvejen. Eksemplet
beskriver altså en konkret realisering af noget generelt.
Eksempler findes i forskellige grader, og blandt andet på RUC ønskes det, at semester
projekterne er eksemplariske i forhold til en generel tematik eller problematik som man
beskæftiger sig med i projektarbejdet i de enkelte semestre. Ifølge Pedersen (1997) er
eksemplaritet i et projekt defineret ved:
»... at projektet som detailstudie har til formål at åbne øjnene for det generelle i det
specifikke.« (citat fra Pedersen (1997) side 18)
Det vil sige, at man med projektet redegøre for eller viser noget generelt gældende
ud fra et konkret eksempel. Hvis denne definition overføres til eksempler vil et eksempel
som tidligere nævnt være defineret ved at kunne give indsigt i det generelle ud fra noget
konkret.
Eksempelniveau i undervisning
Det antages, at der findes forskellige niveauer af eksempler. Hvis matematikken betragtes
er det et spørgsmål om hvad der betragtes som det generelle eller hvilket niveau man
befinder sig på. Hvis en matematisk sætning præsenteres vil den i nogle tilfælde fremstå
som værende det generelle, men vil i andre tilfælde være et eksempel på en matematisk
sætning. Det må derfor antages, at den afgrænsning der foretages i forhold til hvad der
er det generelle har betydning for hvornår noget kan betragtes som et eksempel.
Benyttes matematikdidaktikken kan man sige, at det at kunne kalde noget for et
eksempel afhænger af det undervisningsmål og den kontekst der er i undervisningen.
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Eksempeltype i undervisning
Udover eksempelniveauer er der også forskellige eksempeltyper, som alle har det samme
overordnet mål at vise det generelle ved noget konkret. Eksempeltyperne afhænger af det
didaktiske mål der er ved eksemplet, og kan både indeholde indeholde dialoger, diskus-
sioner og opgaveregning. Derudover kan eksemplerne også benyttes til at »sætte scene«
for eleverne eller til at skabe en motivation hos eleverne. Der findes også gennemregnet
eksempler, som eleverne efterfølgende kan benytte som manual til opgaveregning. Disse
ting vil blive uddybet senere i specialet.
Eksempler i specialet
I specialet vil der altså benyttes følgende definition af et matematisk eksempel:
Et matematisk eksempel er
• en konkret realisering af generel matematisk viden, og
• bestemt af undervisningsmålet og konteksten hvori det indgår.
På baggrund af denne definition kan man sige, at et matematisk eksempel er et
eksempel på »noget« mere generelt matematik, og eksemplets didaktiske kvalitet kan
kun afgøres i forhold til en konkret eksplicitering af hvad det »noget« er.
3 Review af artikler og undersøgelser
Specialet indeholder flere teoretiske trin og det første trin som vil blive gennemgået her er
en gennemgang af artikler der beskæftiger sig med eksemplers funktion ved læring. Der
findes en del teorier som beskæftiger sig med dette, men de tager alle fat på eksemplers
gavnlighed for eleverne og kun få af dem beskæftiger sig direkte med matematikken som
emne. En stor del af artiklerne og undersøgelserne er ligeledes funderet i psykologien og
ikke i didaktikken. Specialet tager som nævnt mere udgangspunkt i, om det på baggrund
af matematikdidaktiske teorier, er mulig at bestemme eksemplers funktion og betydning
ved formidling af matematik.
Litteratursøgning
Litteraturen er bærende for specialet, og det har derfor også stor betydning hvilken
forskningslitteratur der er fundet og hvordan den er fundet. Den store udfordring i
forbindelse med at finde forskningslitteratur til specialet har været at finde forsknings-
litteratur der beskæftiger sig konkret med eksemplet som undersøgelsesobjekt og særligt
med dets funktion i matematikundervisning og ved læring.
For at finde sådan forskningslitteratur er der benyttet database søgninger heriblandt
er jstor, RUB og google scholar. Der er også benyttet en stor del detektiv arbejde ved at
læse ind i de fundne artikler, og på den måde finde de referencer der har været benyttet
i artiklerne. Specialets litteratur omfang er altså langt større end hvad der er benyttet i
referencelisten. Til søgning af artikler og bøger har været benyttet søgninger så som;
»The role of examples in teaching«, »The role of examples«, »examples role in teaching«,
»Learning by examples«, »Learning by worked examples«, »Worked examples«, »lear-
ning by induction« og mange flere.
På engelsk kan beskrivelserne »learning by example« og »learning by induction«
begge bruges til at beskrive situationen hvor eleverne skal lære noget fra eksempler. I de
fleste tilfælde hvor emnet er undervisning vil artikler dog benytte sig af beskrivelsen
»learning by example«.
Som det ses er der også benyttet to typer af søgninger, som referere til formålet med
eksemplet henholdsvis »learning« og »teaching«. Der er to forskellige perspektiver i
dette. Det ene perspektiv ligger i »learning«, hvor man beskæftiger sig med hvordan
eleven lære begreber eller opnår kognitive evner når eksempler benyttes. Det andet
perspektiv ligger i »teaching« hvor man beskæftiger sig med hvordan eksempler benyttes
til at undervise.
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Gennemregnet eksempel
I de kommende afsnit vil begrebet gennemregnet eksempel blive benyttet. Begrebet
stammer fra det engelske ord Worked-example, og hentyder til en bestemt type af ek-
sempler. Det er denne type af eksempler som mange af artiklerne arbejder med, og det
karakteristiske for disse er, at det er eksempler der opstiller opgaver og gennemregner
dem med stor detalje. Dette kan blandt andet ses i lærerbøger hvor de fleste emner vil
indeholde sådanne eksempler.
3.1 »The Use of Worked Examples as a substitute for Problem solving
in learning Algebra«
Sweller m.fl. udgiver i 1985 en artikel med titlen »The Use of Worked Examples as a
substitute for Problem solving in learning Algebra«. I denne undersøger de en hypo-
tese der siger, at der er brug for en masse skemaer1 under tilegnelsen af algebraiske
kompetencer, men, at tilegnelsen af disse skemaer bliver hæmmet af den traditionelle
undervisning der er præget af problemløsning. (Sweller m.fl., 1985)
I artiklen understreger de, at en traditionel undervisning i matematik består af tre
skridt; første skridt er, at der bliver præsenteret relevant information der indeholder
principper og relationer, man kunne forestille sig, at det blev præsenteret ved teori,
formler og ligninger. Andet skridt er, at der bliver præsenteret et antal eksempler. Tredie
skridt er, at eleverne skal regne opgaver de får udleveret. I de fleste tilfælde vil første
og andet skridt have mindre tid tilsammen end tredie skridt. Dette princip foregår på
baggrund af det meget brugte udtryk »øvelse gør mester«, og for hver øvelse eleven
gennemregner vil eleven oprette et nyt skema. I artiklen henviser de til et arbejde udført
i 1966 af DeGroot hvor det er konkluderet, at en skakmester, er mester fordi han i en
hver situation har et skema, som fortæller ham hvad der er bedst. Det skema har han
opnået ved at øve sig eller oversat til matematikkens verden ved at løse opgaver. (Sweller
m.fl., 1985)
I artiklen er der beskrevet fem eksperimenter. I det første eksperiment ses der på
forskellen mellem »eksperter« og »mindre øvede«. Det gøres der ved at undersøge forskel-
lige klasser, henholdsvis 9. års elever, 11. års elever og universitets matematikere, ved at
udsætte dem for en test. Resultatet fra testen viser, at eksperterne har nemmere ved at
løse algebraiske opgaver samt genkalde metoder til løsning af disse. Det skyldes, at eks-
perterne har flere skemaer end de mindre øvede og, at deres skemaer er tættere forbundet.
Dette resultat er i tydelig overensstemmelse med ovenstående udtryk. (Sweller m.fl., 1985)
I de resterende fire eksperimenter tages der udgangspunkt i undervisningssituationen.
Der ændres sådan på undervisningsforløbet, at gennemregnet eksempler bliver hoveddel-
en af undervisningen. På den måde kan de efterfølgende se hvordan eleverne har udviklet
1 Skema begrebet vil blive beskrevet i afsnit 4.1
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deres viden. I alle eksperimenterne er der en gruppe der modtager traditionel under-
visning, og en gruppe der modtager undervisning der primært er drevet af eksempler.
(Sweller m.fl., 1985)
Forfatterne forsøger ved hjælp af empirien at bevise, at hvis man i forbindelse med
undervisning benytter sig af gennemregnet eksempler så vil det støtte opbygningen af
flere skemaer, og på den måde vil man opnå, at eleverne vil blive hurtigere til at regne
opgaver. I eksperiment nummer to viser resultatet dog, at der stort set ikke er nogen
forskel fra dem der modtager almindelig undervisning, og dem der modtager eksempel
tung undervisning, når man måler den tid der benyttes til at løse opgaver. Forfatterne
mener dog, at dette kan skyldes, at eleverne i forvejen er i stand til at løse opgaverne og
de negligere derfor resultatet.(Sweller m.fl., 1985)
Eksperiment nummer tre viser, at eleverne med den traditionelle undervisning benyt-
ter mindre tid på at studere de første to skridt,(første skridt; relevant information der
indeholder principper og relationer, og andet skridt; eksempler) end dem der modtager
den eksempel tunge undervisning. Eleverne fra den eksempel tunge undervisning benytter
derimod mere tid på andet skridt, men løser efterfølgende opgaverne i tredie skridt
meget hurtigere.
I eksperimentet var det ligeledes tydeligt, at eleverne med den traditionelle un-
dervisning lavede fejl, som skyldtes, at de ikke havde forstået reglerne der var blevet
præsenteret. De havde dog en viden om, at det var generelle regler som de arbejdede ud
fra. Ved den eksempel tunge undervisning havde eleverne ikke særlig mange fejl, men
var i starten ikke klar over, at det var en bestemt regel de arbejdede med. Det blev dog
tydeligere for eleverne jo flere gennemregnet eksempler de så. Eleverne bliver altså i
stand til at knytte de forskellige skemaer, der er opstået som følge af de gennemregnet
eksempler sammen til en regel. (Sweller m.fl., 1985)
I eksperiment nummer fire gør forfatterne en vigtig observation. Eleverne der gen-
nemgår den eksempel tunge undervisning har en stor fordel når der skal løses opgaver
der minder om eksemplerne. Men minder opgaverne ikke om eksemplerne er det en stor
barriere for eleverne. Det skyldes ifølge forfatterne, at eleverne ikke nødvendigvis har
opnået det skema der skulle have været benyttet eller ikke har opnået den nødvendige
sammenkobling af skemaer, der gør eleverne i stand til at se de generelle regler. (Sweller
m.fl., 1985)
Generelt konkludere forfatterne, at de skemaer som skal være til stede ved opgaveløs-
ning opnås langsommere af eleverne i de tilfælde hvor traditionel undervisning benyttes.
De mener, at dette skyldes, at der i den traditionelle undervisning er et opgaveløsnings
mål, som gør at eleverne ikke udvikler nye skemaer nok. Dette mener forfatterne ses
blandt andet ved deres egne resultater hvor eleverne med den eksempel tunge undervis-
ning opnår mange skemaer, som følge af de mange gennemregnet eksempler. Desuden
mener forfatterne, at det i langt større grad ville være godt for eleverne at arbejde
med gennemregnet eksempler fremfor opgaveløsning, og det bør derfor indarbejdes i
matematik undervisningen. (Sweller m.fl., 1985)
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Ifølge forfatterne kan det overvejes om deres påstand ikke ville betyde, at for at
blive ekspert på et område skal man igennem uendelig mange gennemregnet eksemp-
ler. Forfatterne påpeger selv, at det er sandt, at der vil være brug for rigtig mange
gennemregnet eksempler for at blive ekspert, men de mener ligeledes, at en ekspert vil
være nødsaget til at beregne mindst lige så mange opgaver, og derfor kan gennemregnet
eksempler med fordel benyttes da disse går hurtigere. Forfatterne gør opmærksom på, at
de ikke mener at man på trods af deres konklusion skal fjerne opgaveregningen. Denne
skal stadig benyttes i undervisningen, men skal i stedet benyttes til at teste hvor langt
eleverne er nået og på den måde rette undervisningen ind efter dette. (Sweller m.fl., 1985)
3.2 »When Problem Solving is Superior to Studying Worked
Examples«
Efter ovenstående artikel udgiver Sweller m.fl. i 2001 en artikel med titlen When Pro-
blem Solving is Superior to Studying Worked Examples. Den tager udgangspunkt i, at
Kalyuga m.fl. i 1998 finder ud af, at det ikke er i alle tilfælde, at et gennemregnet
eksempel er bedst for eleverne. I forbindelse med artiklen udføres der to eksperimenter
som undersøger dette.(Sweller m.fl., 2001)
Det slås fast, at den effekt som man kan kalde for gennemregnet-eksempel-effekten
findes og, at den hjælper eleverne til at forstå matematikken og til at regne opgaver. Det
skyldes, at når undervisningen benytter sig af opgaveregning i stedet for gennemregnet
eksempler så bliver elevernes arbejdskraft optaget af opgaveregningen, og derved bliver
læringen af det matematiske begreb hæmmet.(Sweller m.fl., 2001) Sweller opstillede i
1988 teorien om kognitiv belastning. Her pointere han netop, at det er vigtigt at man gør
noget ud af at en undervisning er så nem og enkel for eleven som muligt, da man ellers
begrænser det oprindelige læringsmål. Dettes argumenteres for på den baggrund, at man
som menneske kun har en vis kognitiv belastningskapacitet, og hvis denne overskrides så
vil man ikke være i stand til at lære nye ting. For eksempel skal man forsøge at eliminere
unødige teoripræsentationer. (Sweller, 1988)
De finder også, at det som Kalyuga m.fl. har fundet ud af er korrekt. Det er ikke altid,
at eleverne har nytte af at se de gennemregnet eksempler i stedet for opgaveregning.
Ifølge forfatterne skyldes det niveauet som eleverne er på. Når eleverne skal lære et
nyt emne er gennemregnet eksempler bedst det er blevet vist ved mange forskellige
undersøgelser. Men når eleverne har erfaringen indenfor et emne så har eleverne større
nytte af at regne opgaver end at se på gennemregnet eksempler. Det skyldes, at den
store arbejdsbyrde der er i forhold til at gennemgå gennemregnet eksempler ikke kan
stå op imod det udbytte som en elev på et højere niveau vil have ved opgaveregning.
(Sweller m.fl., 2001)
Forfatterne mener altså, at det som lærer er vigtigt at fastslå inden for hvilket
domæne eleverne skal undervises, og derefter klarlægge i hvilket omfang eleverne har
erfaring inden for domænet. Har eleverne ingen erfaring så vil gennemregnet eksempler
give det bedste udbytte, og har eleverne erfaring inden for domænet så vil opgavereg-
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ningen give det største udbytte. Forfatterne tilføjer også, at et undervisningsforløb
eller undervisningsmateriale skal struktureres på den måde, at der først er en masse
gennemregnet eksempler efterfulgt af opgaver som eleverne skal løse. På den måde vil
eleverne, når de er kommet op i niveau på grund af de gennemregnet eksempler, blive
hjulpet videre ved opgaveregningen.(Sweller m.fl., 2001)
3.3 »Learning Mathematics From Examples and by Doing«
I 1987 udgiver Zhu m.fl. en artikel med titlen Learning Mathematics From Examples and
by Doing. Artiklen er motiveret af en oplevelse som begge forfattere havde i forbindelse
med et andet projekt. En oplevelse hvor en elev kom for sent til lærerens præsentation
af et emne. I stedet læste eleven til slut en kammerats udregnede opgaver igennem, og
da klassen skulle testes svarede eleven rigtig på opgaverne.
I artiklen er der beskrevet forskellige forsøg. Det første forsøg er grundforsøget, hvor
de vigtige konklusioner drages, og de efterfølgende forsøg er forsøg hvor konklusionerne
fra det første forsøg efterprøves og udvides.(Zhu m.fl., 1987)
I det første eksperiment var der to grupper af deltager. Første gruppe var en klasse
på 20 studenter hvor hver elev blev sat til at læse noget tekst indeholdende gennemreg-
net eksempler og derefter løse opgaver. Hele seancen var verbal og derfor også meget
konkret i forhold til den enkelte studerenden. Den anden gruppe bestod af to klasser
på i alt 98 elever hvor der var en klasserumsopsætning. I den første gruppe arbejdede
halvdelen med læring ved eksempel, og den anden halvdel arbejdede med læring ved
problemløsning2. Der var også en tredie gruppe, en kontrolgruppe som benyttede sig af
traditionel undervisning. (Zhu m.fl., 1987)
I den opstillede undervisning var der 5 skridt(Zhu m.fl., 1987):
1. Udfør første test
2. Gennemse den nødvendige teori for at lære emnet
3. Udfør anden test
4. Lær emnet ved hjælp af gennemarbejdet eksempler eller gennem problemløsning
5. Udfør den endelige test
I gruppe nummer et var ingen af eleverne i stand til at løse opgaverne i skridt 1 og 3,
men efter 25 minutter med skridt 4 kunne alle eleverne løse samtlige opgaver i skridt 5.
(Zhu m.fl., 1987)
I gruppe nummer to så man, at der var 83 procent der var i stand til at løse fem ud
af fem opgaver i den endelige test efter at have benyttet gennemregnet eksempler. Kun
8,5 procent var kun i stand til at løse to eller færre af opgaverne. Undervisningen, og
testen blev udført inden for en normal undervisningstime, og derved er gennemregnet
eksempler tidsmæssigt brugbare i undervisningssammenhænge. (Zhu m.fl., 1987)
2 Er oversat fra det engelske udtryk »By Doing«, og referere til at løse opgaver og lignende
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Under opgaveløsningen hos gruppe et, i skridt 5, var der flere elever der viste at de
ikke bare havde forstået de gennemregnet eksempler, men de havde også været i stand
til at lave generelle regler på baggrund af disse. Det er ikke altid, at eleverne gør dette,
men ifølge forfatterne var det tydeligt, at eleverne de fleste af gangene aktivt forsøgte
at få de generelle principper ud af de gennemregnet eksempler. I slutningen af forløbet
havde eleverne tilegnet sig fem regler og var i stand til at benytte og beskrive dem i et
rimeligt omfang. (Zhu m.fl., 1987) Man kan altså forestille sig, at eleverne efter at have
gennemgået gennemregnet eksempler omhandlende differentialkvotient ville være i stand
til at slutte generelle regler, der til en vis grad ville vise hvordan differentialkvotienten
skulle udregnes og hvad differentialkvotienten havde af betydning.
Forfatterne mener, at de ud af første eksperiment tydeligt har set, at eleverne ikke
bare bliver i stand til at memorere reglerne, men, at de faktisk når at forstå reglerne som
processer de kan benytte sig af og som de kan beskrive. Dette er set under eksperimentet
hvor eleverne har været i stand til at benytte sig af regler fra et gennemregnet eksempel
til at løse opgaver af anden karakter. Til sidst konkludere forfatterne, at de ud fra
første eksperiment har bevist, at eleverne kan lære noget ved at studere gennemregnet
eksempler eller gennem problemløsning og, at de kan lære det hurtigt hvis læreren sørger
for, at eksempler og opgaver ikke lægger op til fejlinduktioner hos eleverne. (Zhu m.fl.,
1987)
Efter at have udført flere kontrolforsøg inden for forskellige matematiske emner
drager forfatterne en konklusion. Forfatterne konkluder følgende:
»Our experiments provide substantial evidence for the possibility of teaching several
different mathematics skills by presenting students with carefully chosen sequences of
worked-out examples and problem, without lectures or other direct instructions.« (citat
fra Zhu m.fl. (1987) side 160.)
Udover det konkludere de også, at de elever der har lært det matematiske emne
via eksempler i mange tilfælde er bedre til den konkrete matematik end de elever der
har modtaget den traditionelle undervisning. Det konkluderes også, at dette skyldes at
eleverne ikke bare memorere de matematiske regler, men at de lære dem.(Zhu m.fl., 1987)
Det er vigtigt at bemærke, at forfatterne her påpeger, at eleverne udvikler »skills«,
altså færdigheder på dansk. Det er altså ikke koncepter som eleven menes at udvikle. For-
fatterne laver selvfølgelig den sidste tilføjelse hvor de forskellige matematiske færdigheder
hos eleven skulle blive udviklet og eleverne skulle få lært dem. Man kan overveje om
dette ikke leder hen imod, at forfatterne mener, at reglerne bliver til et koncept hos eleven.
3.4 Andre artikler og undersøgelser
I de foregående afsnit er der beskrevet nogle af de artikler der beskæftiger sig med
læring ved eksempler i matematikken, men der findes også en del artikler og under-
søgelser der ser på læring ved eksempler eller læring ved induktion rent generelt. I
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mange af tilfældende skyldes interessen for emnet dets forhold til kunstig intelligens.
Artiklerne og undersøgelserne bærer derfor også præg af dette. I dette afsnit, vil der
være en kort gennemgang af nogle af de argumenter og konklusioner som fremgår i
en artikel af Anderson m.fl. som ikke beskæftiger sig med matematik som objekt. Det
kan selvfølgelig diskuteres hvorvidt diskussionerne og konklusionerne kan overføres når
emnet ikke er matematik, men de er tilpas generelle til, at de sagtens kan indgå i specialet.
I 1997 udgives en artikel af Anderson m.fl. der omhandler de funktioner som ek-
sempler og regler spiller i forbindelse med tilegnelse af kognitive færdigheder. I artiklen
præsenteres der to tilgange til netop dette spørgsmål den ene tilgang siger, at eksemplet
altid kommer før reglen, og den anden siger at reglen kommer før eksemplet. Den første
tager udgangspunkt i andre studier hvor man har set, at når elever løser opgaver, så vil
de som regel gøre det på baggrund af eksempler. Den anden tilgang tager udgangspunkt
i, at man har set, at elever der benytter eksempler i forbindelse med problemløsning kun
kan benytte eksempler der bygger på en regel som de kender i forvejen. Hvis eleverne
ikke kender reglen kan de godt løse opgaver der minder om eksemplet, men de vil ikke
være i stand til at løse opgaver der afviger herfra.(Anderson m.fl., 1997) I forbindelse
med artiklen er der opstillet 3 eksperimenter hvor netop dette undersøges.
I den endelige diskussion konkludere forfatterne, at et eksempel giver individet en
deklarativ kognitiv struktur hvilket vil sige, at eleven kun vil have den viden som
eksemplet giver. Ligeledes vil en præsentation af en regel for individet også give en
deklarativ struktur i starten, men denne vil hurtig ændres til at være en procedural
struktur når eksempler bliver præsenteret. Ligeledes diskutere forfatterne, at de har set,
at forskellige personer altid forsøger at komme med et eksempel når noget skal forklares
eller løses selv om det de har fået fortalt er en regel. Forfatterne mener altså, at de
kan konkludere, at det først er reglen som individet skal have som kognitiv struktur,
hvorefter der kan tilføjes eller udbygges flere kognitive strukturer ved hjælp af eksempler
eller lignende.(Anderson m.fl., 1997)
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4 Teori
I dette kapitel vil der være præsentationer af matematikdidaktiske teorier der kan bidra-
ge til at belyse problemet. Som det første vil Mogens Niss’s Objekt-Perspektiv-matrix
blive præsenteret. Denne har til formål at kunne placere de efterfølgende teorier i forhold
til deres matematikdidaktiske formål. Efterfølgende vil der først være afsnit der, på det
generelle plan, fortæller om kognitiv læring, som ikke beskriver hvordan undervisningen
skal foregå men fortæller om hvordan forskellige individer lære, og hvad der påvirker
deres kognitive udvikling. Der vil også være teorier der tager direkte fat på hvordan
undervisningen skal forløbe blandt andet med Ole Skovsmoses undersøgelseslandskaber.
Der vil efter hvert afsnit være et delafsnit der kaldes for »Rolle og funktion i specialet«
hvor teoriens status i forhold til specialet vil blive diskuteret og redegjort for. Det vil
også blive diskuteret på hvilken måde teorien ligger op til, at eksempler kan designes
eller indgå i et forløb.
Teoriernes rækkefølge er opstillet som følge af organisationsniveauer i matematikdidak-
tikken hvor man med Jean Piaget’s teori om kognitiv læring er helt nede i et af de laveste
niveauer som man kan berører indenfor didaktik, og med afsnittene stiger teorierne i
niveauer og ender ud i hvordan undervisningen bør forløbe ved henholdsvis Skovsmose
og Brousseau.
Objekt-perspektiv-matrix
Forskellige matematikdidaktiske teorier forholder sig til forskellige elementer i og omkring
matematikken. Mogens Niss præsentere i 1992 sin såkaldte objekt-perspektiv-matrix,
som kan benyttes til at kategorisere og placere matematikdidaktiske teorier i et større
sammenhænge. Niss mener, på baggrund af eksisterende matematikdidaktiske teorier,
at der er to væsentlige hovedemner som gør sig gældende i teorierne.
• Objektemnet betegner det, der er objektet i den didaktiske teori. Det kan være
matematiktilegnelsen, med fokus på den lærende, eller det kan være matemati-
kundervisningens kompleks, med fokus på hvordan matematikken bør formidles.
Man vil under matematiktilegnelse både beskæftige sig med individet, men også
med det miljø der omgiver og påvirker individet. Ved matematikundervisningens
kompleks vil man som hovedemne beskæftige sig med det der omgiver individet
altså; regler, aktøre, pædagogik osv.
• Perspektivemnet betegner den fremgangsmåde/tilgang der er i den didaktiske teori.
Det kan være en deskriptiv/analytisk tilgang hvor teorien beskæftiger sig med
hvordan tingene er og hvorfor de er som de er, eller det kan være den normative
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Figur 4.1 Mogens Niss’s objekt-perspektiv matrix. Fra (Niss, 1993)
tilgang hvor teorien beskæftiger sig med hvordan det bør være og hvorfor det bør
det.
På baggrund af denne opdeling opstiller Mogens Niss objekt-perspektiv-matricen,
som kan ses i figur 4.1. (Niss, 1993)
I forbindelse med matricen opstilles der tre grundproblemer henholdsvis; muligheds-
problemet, implementationsproblemet og begrundelsesproblemet, som hovedsagligt er
de grundproblemer der arbejdes med indenfor matematikdidaktik.(Niss, 1993)
• Begrundelsesproblemet - Er der hvor man i didaktikken interessere sig for hvorfor
man skal undervise forskellige grupper. Det kan både være normativt og deskrip-
tivt/analytisk og vil som regel handle om hvordan matematikkens natur kan have
indvirkning. Det vil ligge under matematikundervisningens kompleks hvor fokus
vil være på formidlingen. (Niss, 1993)
• Mulighedsproblemet - Vil som regel arbejde ud fra det der er opnået i begrundel-
sesproblemet, og vil arbejde med de muligheder der ligger inden for formidlingen af
matematikken. Man kan altså sige, at det vil berøre læringsforhold og de forskellige
faktorer der ligeledes opstår. Det vil være deskriptiv/analytisk da man som regel
søger at udforske og undersøge forholdene og faktorerne i faktiske situationer.
Problemet kan både have fokus på den lærende men kan også have fokus på
formidlingen af matematikken. (Niss, 1993)
• Implementationsproblemet - Er den implementation som didaktikken kan arbejde
med. Hvordan og hvad skal undervisningen forløbe og indeholde, og hvordan får
man bedst eleverne til at opnå den ønskede viden. Det kan både være deskriptivt
og normativt og kan både være med fokus på den lærende og på formidlingen
af matematik. I de fleste situationer vil det dog have fokus på formidlingen af
matematikken. (Niss, 1993)
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Figur 4.2 Mogens Niss’s objekt-perspektiv matrix med eget speciale tilføjet. Fra (Niss, 1993)
Rolle og funktion i specialet
Mogens Niss’s objekt-perspektiv matrix giver en god ide til hvordan man kan kategori-
sere en matematikdidaktisk teori. I forhold til specialet ligger brugbarheden i at kunne
beskrive hvordan de forskellige matematikdidaktiske teorier arbejder med didaktikken,
og på den baggrund kunne sørge for, at teorierne analyseres på den rette måde. Der-
udover er det også muligt at analysere hvilken type matematikdidaktik dette speciale
beskæftiger sig med.
I specialet er objektet formidlingen af matematikken og der vil ved udførelsen af
empirien være en smule fokus på den lærende, men hovedfokus i specialet er på for-
midlingen. I forhold til perspektivet i specialet er der en større tendens til en todeling.
Med empirien opstår der en tendens til, at specialet bliver analyserende og deskriptivt,
men måden forløbene er bygget op er ved at benytte sig af matematikdidaktiske teorier
og ud fra dem designe eksempler. Derved vil specialet også være normativt, da der
kommer eksempel overvejelser som er normative på baggrund af teorierne. Det ligger
centralt i problemformuleringen at undersøge teoribaserede normative positioner angå-
ende eksemplers funktioner i matematikundervisningen. specialets placering kan altså
ses i figur 4.2.
I forhold til de tre problemer som Mogens Niss præsentere, så vil specialet ligge ved
begrundelsesproblemet da specialet både ser deskriptivt/analytisk og normativt på hvad
der foregår ved formidlingen af matematik ved hjælp af eksempler.
4.1 Kognitiv læring
Kognitiv læring er et bredt begreb og ikke kun benytte i matematikdidaktikken. Ved
kognitiv læring er der en lærende, som modtager informationer og definitioner. Hvordan
det enkelte individ så tolker og bearbejder de forskellige informationer er forskelligt
fra individ til individ og afhænger af den tidligere læring og de eksisterende kognitive
processer som individet allerede har. En kognitiv proces kan ses som den reaktion
individet får på en bestemt situation. De kognitive processer kan betragtes som værende
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tankeforestillinger eller bare tanker.(Søgaard, 2001)
Jean Piaget
Jean Piaget har fremstillet teorier indenfor kognitiv læring. Han mener, at mennesket
erkender og agere på baggrund af mentale skemaer. De forskellige skemaer passer til
forskellige situationer, ting osv. ifølge teorien findes der to typer af skemaer henholdsvis;
et figurativt skema, og et operativt skema. Med et mentalt figurativt skema er individet
i stand til at genkende objekter/fænomener og derved genkalde ting omhandlende dette
objekt/fænomen. Individet har altså mulighed for at handle ud fra en genkendelse.
Ved et mentalt operativt skema vil individet være i stand til at handle ud fra andre
handlinger eller situationer og vil ud fra skemaet ligeledes vide hvad der kan være af
mulige konsekvenser ved en bestemt handling. Man kan altså opdele de to skematyper
på følgende måde:(Winsløw, 2006)
• Figurativt skema, lader individet genkende eller genkalde handling ud fra fæno-
mener. (både fysiske og psykiske)
• Operativt skema, lader individet handle ud fra situationer, handlinger og deres
konsekvenser.
Opdelingen i de to skematyper har ingen overlap, men er en dikotomi.(Sfard, 1991)
Piaget mener, at menneskets mentale skemaer opbygges fra bunden og, at mennesket
ønsker ligevægt med omgivelserne altså at tilegne sig den viden der er mulig og nødvendig.
Opbygningen af skemaer foregår ved de erfaringer som individet gør sig. I nogle tilfælde
vil der på baggrund af erfaringerne opbygges et nyt kognitivt skema, og i andre tilfælde
vil et eksisterende skema udvides eller ændres således, at det passer til den nye erfaring.
Når individet skal tilføje ny erfaring til sine skemaer sker der en adaption. (Winsløw, 2006)
Ifølge Piaget er adaption opdelt i to funktioner, henholdsvis assimilation og ak-
kommodation. Når erfaringer akkommoderes hos individet vil det sige, at de optages
gennem oprettelse af et eller flere nye skemaer der kan benyttes i nye kognitive processer
man kan altså sige, at der sker en akkommodation af erfaringerne. I forbindelse med
akkommodation vil individet, i forbindelse med matematik, opleve følelser som for
eksempel frustration da de nye kognitive processer står alene uden relation til andet.
Ved assimilation har individet allerede en kognitiv struktur der berører den nye viden,
dog behøver disse ikke stemme overens og der vil derfor ske en ændring eller tilpasning.
Man kan altså sige, at individet foretager sig en assimilation til erfaringerne. Individet
vil søge at etablere en balance mellem de to typer af adaption da individet altid vil
forsøge at tilpasse sig omgivelserne.(Piaget, 1972) Piagets skemateori om tilegnelse af
viden kan ses i figur 4.3
Nye erfaringer −→ Assimilation / Akkommodation←→ Kognitive strukture
Figur 4.3 Piagets teori om hvordan individet får ny viden (Piaget, 1972)
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Ved Piagets teori bygges der altså en basis for indlæringsteori hvor man kan sige, at
individets eksisterende erfaring har betydning for hvad individet kan håndtere, men sam-
tidig vil den også have betydning for om erfaringerne skal assimileres eller akkommoderes.
Individet skal gerne opnå en form for akkommodation i et undervisningsforløb, men der
må ikke introduceres så meget nyt til individet, at assimilationen udebliver.(Winsløw,
2006)
Piagets tilgang til kognitiv læring skal betragtes som en generel teori. Den beskæftiger
sig ikke med hvordan man skal undervise, men i stedet med hvordan et individet opnår
ny viden. Derfor er det også nødvendigt at videre fortolke denne hvis den skal benyttes
til at støtte undervisningsforløb. (Winsløw, 2006)
En gren hvor Piagets teori kan benyttes er ved metakognitiv læring. Ved metakognitiv
læring forsøger læreren at få individet til selv at reflektere over sin egen erkendelse. Et
eksempel på dette kan blandt andet være ved brug af en mindmap, hvor individet opnår
en indsigt i hvordan de forskellige kognitive skemaer bearbejder sammenhængende ting,
og på den måde vil individet være i stand til at kunne koble og udvikle de kognitive
skemaer. (Winsløw, 2006) Men man kunne også forestille sig at man ved hjælp af et
eksempel kunne være i stand til at støtte en metakognitiv læring. Eleven kan også have
kognitive misforståelser forstået på den måde, at eleven har en indarbejdet misforståelse
(eksempel på dette omtales blandt andet i kapitel 4.3.) (Winsløw, 2006)
Rolle og funktion i specialet
Jean Piaget’s teori kan ikke placeres i Objekt-perspektiv-matricen, det skyldes, at den
er generel, og ikke direkte arbejder med matematikken som emne. Hvis man alligevel
forsøger at kigge på objekt-perspektiv-matrice generelt så er det klart, at Piagets teori
vil have den lærende som objektet og have et deskriptiv/analytisk perspektiv. Teorien
er medtaget i specialet, da de fleste matematikdidaktiske teorier benytter sig af funda-
mentale begreber som Piaget har opstillet og benyttet sig af. Teorien har altså ikke et
direkte formål i forhold til besvarelsen af problemformuleringen, men benyttes til at
afklare begreber og fænomener. Ligeledes stiller nogle af de matematikdidaktiske teorier
også spørgsmålstegn ved, hvorvidt Piagets forståelse er korrekt (dette ses blandt andet i
afsnit 4.4).
Piaget præsentere som sagt to typer af adaption, henholdsvis akkommodation og
assimilation. Man kunne forestille sig, at det ved hjælp af et eksempel ville være muligt
at støtte begge typer af adaption hos individet. Formentlig vil indholdet i eksemplet
også afspejle dette. Eksempelvis vil et eksempel der starter et helt nyt emne lede til
en akkommodation hvorimod et eksempel der følger efter en teoripræsentation, eller
et andet eksempel vil støtte en assimilation hos individet. Derudover kunne man også
forestille sig, at begge ting ville være mulige i et eksempel. Som nævnt kan man også
støtte en metakognitiv læring ved hjælp af eksempler det kan for eksempel være ved
eksempler der går ind og tager fat på de kognitive processer som det vides, at individet
allerede har og ved hjælp af interaktion, hjælper individet til at koble disse.
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4.2 Relationel og Instrumentel forståelse
I 1976 udvikler Richard Skemp en teori omhandlende forståelse. Forståelsen kan ifølge
Skemp inddeles i to kategorier, henholdsvis en relationel forståelse og en instrumental
forståelse. Ifølge Skemp kan de to typer af forståelse beskrives på følgende måde:
• Relationel forståelse er når eleven både ved hvad der skal gøres, og hvorfor det
skal gøres.
• Instrumentel forståelse er når eleven benytter sig af regler uden at være klar over
hvorfor.
Ved den relationelle forståelse vil eleven være i stand til at se forbindelser/relationer
mellem begreber og se hvorfor tingene udføres på en bestemt måde. Eleven vil også være
i stand til selv at udlede svære ting der ikke nødvendigvis er indlært på forhånd.(Skemp,
1976) Man kan på baggrund af Piagets skemateori sige, at eleven ved den relationelle
forståelse vil have assimileret et bestemt matematisk begreb i flere forskellige kognitive
skemaer. (Jensen, 2007) I forbindelse med den instrumentelle forståelse vil eleven som
regel være i stand til at regne opgaver hvor det er muligt at slå op i en bog og bru-
ge en formel eller følge et eksempel som skabelon ved regning af en opgave. (Skemp, 1976)
Det er forskelligt hvordan elever undervises og det er ligeledes forskelligt hvilket mål
eleverne har med undervisningen. Hvis lærerens og elevens mål er, at eleverne bare skal
bestå og, at de bare skal have redskaberne til dette, vil den forståelse som eleverne
opnår være instrumental, og hvis det er både lærerens og elevernes mål at opnå en
dybere matematisk forståelse, så vil det være en relationel forståelse eleverne får. Skemp
snakker om forståelses mis-match, hvor lærerens og elevernes mål ikke er det samme,
dette kan fører til situationer hvor eleven ikke lærer noget.(Skemp, 1976)
Rolle og funktion i specialet
I forhold til objekt-perspektiv-matricen er objektet i teorien matematiktilegnelse og
perspektivet er deskriptivt/analytisk. Teorien vil altså stort set være dækket af det
problem som Mogens Niss kalder for mulighedsproblemet. Dette understreges også,
da Skemp til sidst i artiklen begynder at forholde hans teori til hvad en undervisning
eventuelt kunne indeholde.
I forhold til specialet giver teorien et klart indblik i hvilken forståelse det er som
man kan få eleverne til at opnå. For eksempel vil man muligvis være i stand til med
eksempler at fremprovokere en henholdsvis relationel eller en instrumental forståelse hos
eleverne. Det er ikke sikkert, at det er muligt at skabe disse forståelser kun ved hjælp
af eksempler, men det vil derved blive muligt at beskrive hvilken form for forståelse
der ønskes fremprovokeret hos eleven, hvis eksemplet efterfølger en teoripræsentation.
Som nævnt bygger Skemps teori videre på Piagets skemateori, og hvis man opnår en
relationel forståelse betyder det, at man har assimileret et bestemt matematisk begreb
i flere forskellige skemaer. Man kan altså tænke sig, at det ved hjælp af et eksempel
muligvis kunne være muligt at støtte assimmilationen i flere skemaer, og derved skabe
en relationel forståelse.
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4.3 Konceptbillede og konceptdefinition
I 1981 præsentere David Tall og Shlomo Vinner de to begreber, konceptbillede og koncep-
tdefinition. Teorien beskriver den måde som matematikken læres og benyttes af individer.
I teorien skal der skelnes imellem de matematiske sætninger og regler som er defineret,
og de kognitive processer som individet har udviklet for at kunne benytte matematikken.
Et begreb inden for matematikken kaldes for et koncept og kan for eksempel være
integration som et koncept. I en indlæringssituation kan læreren forsøge at introducere
eleven til dette koncept ved en ren formel gennemgang af konceptet. Hvert individ
opfanger og husker konceptet forskelligt og lærerens formidling vil blive registreret og
gemt hos eleven ved kognitive processer. I starten vil et koncept, i individets forstand,
være usammenhængende og formentlig ubrugelig. Efterhånden som individet benytter sig
af konceptet vil forståelsen blive bedre og flere kognitive processer vil opstå i forbindelse
med konceptet. Individets viden vil udvikles og ændres så den ender i et stadie hvor
individet selv vil være i stand til at formalisere konceptet og formidle/diskutere ud fra
konceptet.(Tall m.fl., 1981)
Ifølge forfatterne er et konceptbilledet den samling af kognitive processer, som ligger
til grund for individets forståelse af et koncept. De kognitive processer der indgår i
konceptbilledet behøver ikke nødvendigvis være stringente og kan i nogle tilfælde være
modstridende. Hjernen er ikke i stand til at benytte et helt konceptbillede på en gang,
men vil i stedet fremkalde dele af konceptbilledet når det er nødvendigt. Disse dele
kaldes, i teorien, for fremkaldte konceptbilleder1. Det er de fremkaldte konceptbilleder
inden for et helt konceptbillede, der kan være modstridende. I artiklen kommer de blandt
andet med et eksempel med negative tal hvor børn der i starten lære om subtraktion får
en kognitiv process der fortæller dem, at tal altid bliver mindre når man benytter sig
af subtraktion. Denne kognitive process vil være forkert når børnene så introduceres
til negative tal. Eleverne kan altså opleve konflikter i konceptbilledet hvis en situation
fremkalder elementer af konceptbilledet der er modstridende. (Tall m.fl., 1981)
I et hvert konceptbillede vil der være en konceptdefinition, som er den definition
som individet bruger til at beskrive de kognitive processer der er i konceptbilledet. På
den måde vil individet være i stand til, at kommunikere konceptbilledet videre. Der
kan både være en konceptdefinition der er personlig som individet selv har udviklet,
men der kan også findes en formel konceptdefinition, som individet er blevet givet, for
eksempel ved undervisning. Denne formelle konceptdefinition vil i udgangspunktet være
tom hvilket vil sige, at der ikke vil være et underliggende konceptbillede og derfor vil
individet ikke nødvendigvis være i stand til at benytte sig af denne viden.(Tall m.fl., 1981)
Rolle og funktion i specialet
Teorien vil på mange måder have samme status som teorien vedrørende relationel og
instrumental forståelse. Her er de vigtige ting i forhold til specialet; konceptbilledet, kon-
ceptdefinitionen, fremkaldte konceptbilleder og det tomme konceptbillede. I forbindelse
med design af eksempler vil man kunne forsøge at stile efter at udvikle konceptdefinitio-
nen hos eleven. Det at der præsenteres et eksempel burde udvikle konceptbilledet hos
1 Fra det engelske udtryk »evoked concept images«
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eleven, men man kan eventuelt med eksemplet forsøge at få eleven til at tage fat på
fremkaldte konceptbilleder og eventuelt udfordre disse altså skabe en konflikt mellem
forskellige fremkaldte konceptbilleder inden for et konceptbillede. Med et eksempel
kunne man også forestille sig, at man ville være i stand til at udfylde et eventuelt tomt
konceptbillede. Man kan altså sige, at man ved hjælp af teorien kan sætte fokus på
relationen mellem konceptdefinitioner og eksemplerne. Kunsten kan selvfølgelig blive, at
undgå, at der bare oprettes et nyt tomt konceptbillede.
4.4 Dualitet mellem proces og objekter ved matematik
begrebsdannelse
Anna Sfard introducere i 1991 en teori der omhandler læring og udvikling af matematisk
viden. Teorien tager udgangspunkt i, at der findes to typer af viden, henholdsvis en
operativ forståelse og en strukturel forståelse. Den operative forståelse indeholder det
man kan kalde for processer hvilket vil sige, at eleverne vil være i stand til at benytte sig
af formler og lignende, men kun som en proces. Med en strukturel forståelse, forstår ele-
verne processerne som objekter det vil sige, at de forstår det som et objekt der indeholder
en masse detaljer, men hvor detaljerne ikke nødvendigvis er relevante når man omtaler
objektet. Et eksempel på en strukturel og en operativ forståelse inden for sammen område
kan gives ved en cirkel. Her ville den strukturelle forståelse sige, at en cirkel er hvad der
dannes ved at tage alle punkter med samme afstand til centrum, og den operationelle for-
ståelse ville sige, at en cirkel er det der frembringes ved at benytte en passer. (Sfard, 1991)
De to forståelsesmåder er inkompatible, forstået på den måde, at én forståelse ikke
har mulighed for både at være operativ og strukturel. De er dog ikke en dikotomi da de
to forståelser er komplementære man bliver altså nød til at betragte de to forståelser
som værende en helhed samen. Hvordan de to forståelser skal komplimentere hinanden
vil blive berørt senere i afsnittet. De to forståelser kan være underbygget af henholdsvis
visuelle og verbale mentale billeder. De visuelle mentale billeder vil i hovedparten af
tilfældende underbygge den strukturelle forståelse og de verbale den operative forståelse.
(Sfard, 1991)
I Sfards teori argumenteres der for, at den ideelle situation er, at eleverne først opnår
en operativ forståelse for efterfølgende at udvikle og opnå en strukturel forståelse af et
matematisk begreb. Sfard mener, at den generelle dannelsen af matematiske begreber
foregår i tre skridt, henholdsvis; internalisering2, kondensering3 og reificering4 og de tre
skridt vil blive gennemgået her. (Sfard, 1991)
Internalisering
En internalisering er et skridt i den operative forståelse hvor eleven lære en proces på
et underliggende objekt så godt, at processen kan udføres via mentale processer. Det
2 fra det engelske ord Interiorzation
3 fra det engelske ord Condensation
4 fra det engelske ord Reification
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kan for eksempel være at eleven bliver i stand til at addere som proces på objektet
naturlige tal. Den eneste måde dette kan opnås er ved, at eleven udfører processen man-
ge gange. Det vil altså sige at eleven skal benytte sig af processen for at lære. (Sfard, 1991)
Kondensering
Ved det videre skridt til kondensering sker der, som ordet ligger op til, en sammenfatning
eller sammenkogning af processer. Eleven opnår altså et overblik over processerne og er i
stand til at gruppere dem og fokusere mere på betydningen af dem end på den konkrete
proces og detaljerne herom. Hvis man tager fat på eksemplet fra internalisering kan
man sige at eleven ved kondensering opnår en evne til at kunne samtlige aritmetiske
operationer og kunne kombinere disse. Skridtet til kondensering ligger stadig inden for
den operative forståelse.(Sfard, 1991)
Reificering
I skridtet videre til reificering går eleven over i en strukturel forståelse af processerne.
De processer eleven har internaliseret og kondenseret går altså over til at blive et objekt
i sig selv. Da processerne nu er blevet til et objekt vil der som følge af reificering
være nye processer på det nye objekt. Hvis eksemplet fra før tages op kan skridtet fra
kondenseringen til reificering være, at eleven på grund af division finder de positive
rationelle tal og nu har dette som objekt. (Sfard, 1991)
Reificeringen er ikke et nemt skridt det betegnes af Sfard som et paradigme skift
eller et kvantespring for eleven. Eleven selv og læreren vil som regel ikke være i stand til
at fremprovokere det, men eleven vil være i stand til at registrere når det sker da det er
en stor ændring i måden at forstå objektet på. Netop dette understreges også i teorien
hvor det nævnes, at hierarkiet af de tre skridt altid vil eksistere.(Sfard, 1991) Modellen
med de tre skridt fra processer til objekt kan ses i figur 4.4
Hvis eleven ved et objekt ikke kommer helt til reificering vil eleven sagtens kunne
arbejde med matematikken og regne opgaver og lignende, men problemet vil opstå når
eleven skal have et nyt objekt på banen. I teorien lægges der op til, at reificeringen leder
over i et nyt objekt, som derefter bliver udsat for nye processer som skal internaliseres.
Der er dog et problem ved dette som kaldes for den onde cirkel.(Sfard, 1991)
Den onde cirkel
Den onde cirkel kommer til udtryk i, at der for, at der kan ske en objektivisering af
processerne, altså overgangen til strukturel forståelse via reificering, må finde en ny inter-
nalisering sted på et højere niveau af det objekt der kommer ud af reificeringen. Dette er
dog ikke muligt da der ikke kan finde en internalisering sted af det højere niveau objekt
uden først at have gennem gået reificeringen. Man kan derved sige, at den reificering
der skal finde sted og den højere niveau internalisering skal finde sted er forudsætninger
for hinanden. Det understreges at netop denne onde cirkel er medvirkende til, at nogle
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Figur 4.4 Et eksempel på hvordan modellen i Sfard’s teori ser ud. Oversat fra (Sfard, 1991)
personer har nemmere ved at lære matematik end andre fordi de netop er i stand til at
udfører både reificeringen og internaliseringen på samme tid. Derudover konkluderes det
også, at man i undervisning bliver nød til at beskæftige sig med de videregående interna-
liseringer da man ellers ikke vil få eleverne til at opnå den ønskede reificering.(Sfard, 1991)
Reificeringen hos eleverne er ikke nødvendigvis noget der opstår mens man stadig
undervises og det kan tage meget lang tid fra uger og helt op til år før end processer
bliver reificeret og derved strukturelt forstået.(Sfard, 1991)
Opsamling
Sfards teori omhandlende operationel og strukturel forståelse kan nemt opsamles dette
er gjort i tabel 4.1. Det skal huskes, at inddelingen ikke er en dikotomi, men en dualitet
og derfor er delingen ikke så skarp som den er tegnet op i tabellen.
Rolle og funktion i specialet
I forhold til objekt-perspektiv-matricen er objektet for Sfard hovedsagligt den lærende,
men hun berøre også formidlingen af matematikken. I artiklen forsøger Sfard ikke at
forklare hvordan tingene bør være, men kommer i stedet med en teori der beskriver
hvordan tingene er. Derfor vil Sfards teori være placeret som et mulighedsproblem i
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Operationel forståelse Strukturel forståelse
Generel karakteristik Et matematisk objekt er
forstået som en samling af
bestemte processer eller er
identificeret ved processer-
ne
Et matematisk objekt er
forstået som en statisk
struktur, som hvis det var
et virkeligt objekt, og kan
ligeledes bearbejdes af ele-
ven som var det et virkeligt
objekt.
Personlige repræsentation Er understøttet af verbal
repræsentation og evt. ge-
neriske eksempler som ska-
belon
Er understøttet af mental
visuel repræsentation
Placeringen i udviklingen
af et objekt
Udvikles i starten af objekt
udviklingen
Er en videre udvikling af
den operationelle forståel-
se
Rollen i kognitive proces-
ser
Er nødvendig og tilstræk-
kelig ved let matematik,
men ikke tilstrækkelig ved
effektiv problem løsning og
læring
Aktivere alle kognitive pro-
cesser.
Tabel 4.1 En opsamling af teoriens indhold. (Sfard, 1991)
forhold til Niss’s matrix.
I forbindelse med specialet er der i Sfards teori nogle interessante ting der skal
benyttes i forhold til designet af eksempler og analyse af disse. Sfard præsentere blandt
andet de tre trin, internalisering, kondensering og reificering. Disse trin kan alle un-
derstøttes ved eksempler for eksempel kan det tænkes, at et eksempel der skal støtte
reificeringen tager skridtet videre og fortæller om et emne af videregående karakter.
Dette kan ligeledes diskuteres ud fra den onde cirkel som Sfard også præsentere hvor
man til en hvis grad kan præsentere eleverne for en internalisering af det videregående
emne, og på den måde få dem til at indse og gennemgå reificeringen på det lavere niveau.
Dette kan have karakter af en metakognitiv læring som gennemgået i afsnit 4.1.
4.5 Procept
Eddie Gray og David Tall opstiller i 1991 en teori der indeholder et begreb der kaldes for
procept. I teorien tages der udgangspunkt i teorierne om »konceptbillede og konceptde-
finition« og »Dualitet ved matematisk begrebsdannelse« hvor der i begge er en opdeling
af process og koncept/begreb. Gray og Tall er enige i, at der vil være en udvikling af
elevens måde at tænke på og, at der vil være en udvikling hvor eleven for eksempel
går fra at kunne tælle som værende en process til at forstå de talte tal som værende
et koncept. De mener, at det, at eleven tænker på den måde, kan kaldes matematisk
tankegang. Hvis man ser på tallet 7 kan det opnås på flere måder. Det kan opnås ved
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Tabel 4.2 Tabel med eksempler på procepter. Et procept udgøres af; et symbol, en proces og et
koncept. Fra (Tall, 2010)
9 − 2,3 + 4 og så videre. Det at »symbolet« 9 − 2 kan have en process der hedder at
subtrahere, men, at der også er et koncept som er summen 7 leder Gray og Tall over i
at udvikle begrebet procept.(Tall, 2010) Procept er defineret på følgende måde:
An elementary procept is the amalgam of three components: a process which
produces a mathematical object, and a symbol which is used to represent
either process or object.
A procept consists of a collection of elementary procepts which have the
same object.
(citat fra (Gray m.fl., 1994) s. 6)
Det vil altså sige, at der er flere niveauer af procept hvor det laveste niveau kan
kaldes for et elementært procept. Et eksempel på et elementært procept kan være
3 + 4 som eleven på baggrund af processen addition vil sige giver summen 7 som
koncept. Det højeste niveau af procept er den samling af elementære procepter der
leder ud i samme objekt. Det kan som nævnt være, at eleven kan komme til koncep-
tet »sum 7«, ved at benytte sig af processerne, addere, subtrahere og dividere.(Tall, 2010)
Procepter indeholder forskellige ting fra individ til individ for eksempel antager Gray
og Tall, at et barn ikke vil have et lige så stort procept til et konkret objekt som en voksen
vil. (Tall, 2010) I tabel 4.2 kan ses eksempler på procepter. Hvert procept indeholder som
ovenfor defineret et symbol, en proces og et koncept hvilket hver udgør en række i tabellen.
Gray og Tall indfører også et begreb de kalder for proceptuel viden. Proceptuel
viden er den viden der gør det muligt for individet at koble forskellige processer og
koncepter altså koble de forskellige procepter. Gray og Tall kommer med et eksempel
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hvor et barn får en opgave der går ud på at løse regnestykket 4 + 3. Barnet reagere ved
at sige, at 4 + 3 er en mindre end 8 og derfor er 7. Barnet i eksemplet har benyttet
sig af den proceptuelle viden ved egentlig at benytte sig af forskellige procepter men i
kombination. Barnets vej til resultat har været gennem først at sige 4 + 3 er en mindre
end 4 + 4, 4 + 4 = 8 og 7 er en mindre end 8 og der ved er 4 + 3 = 7. Barnet er ikke
selv opmærksom på, at der benyttes en proceptuel viden, men gør det per automatik.
Børn der ikke ender med at opnå denne proceptuelle viden vil som regel have svært ved
matematik, da de skal holde styr på alle begreberne på en gang.(Tall, 2010)
Ifølge Gray og Tall er der tre skridt for at komme til procept, henholdsvis; procedure,
proces og procept. Hvis man tager fat på konceptet tal igen vil procedurerne være at
tælle i starten vil der kun være en måde at tælle til for eksempel 7, men eleven vil
hurtigt udvikle nye procedure som gør eleven i stand til at tælle til 7 på andre måder.
For eksempel kan eleven starte på 4 fra et tidligere procept og derefter tælle 5, 6, 7 eller
eleven kan tælle alle sammen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Efterhånden som eleven tæller til 7 vil
han/hun indse, at lige meget hvordan man tæller så vil det altid give 7. På den måde
opdager eleven, at der findes en proces der addere og ved at addere vil eleven forstå
summen som et koncept og derved er et procept opstået. (Tall, 2010)
I teorien omhandlende procept tager Gray og Tall også fat på »doing« og »undoing«.
Oversat og fortolket kan man sige, at begreberne betyder fremadgående og tilbagegående.
I forbindelse med proceptet er det processen der kan være fremadgående og tilbagegåen-
de. Den almindelige proces vil være fremadgående, for eksempel kan processen være at
addere, mens den tilbagegående proces vil være at subtrahere.(Tall, 2010)
Rolle og funktion i specialet
Teorien befinder sig på samme måde som Sfards teori, i mulighedsproblemet.
Teorien kan på mange måder godt minde om Sfards teori dog er der nogle væsentlige
punkter hvor den adskiller sig. Gray og Tall opstiller som nævnt tre skridt som skal
gennemgås ved læring, henholdsvis; procedure, proces og procept. Skridtene procedure
og proces kan godt minde meget om de skridt som Sfard kalder for internalisering
og kondensering. Men ved skridtet procept ser det anderledes ud. Gray og Tall gør
meget ud af at definere, at når et procept er opnået så vil det procept indeholde både
en proces og et koncept disse to ting vil være defineret ved et symbol, som vil lede
individet til netop at benytte sig af dette konkrete procept. Samtidig giver teorien også
den mulighed, at der i et procept er en masse elementær procepter. Disse er ligestil-
lede elementære procepter, som sammen udgøre hele proceptet. I Sfards teori er de
underliggende objekt arrangeret i hierarkisk orden. Ideen med, at individer ved et sym-
bol fremkalder et procept er interessant og kan ligeledes benyttes til at designe eksempler.
Gray og Tall Indfører også begreberne fremadgående og tilbagegående som værende
de processer der fører frem til og tilbage fra proceptet. For eksempel kunne man se
differentiation som fremadgående proces og integral regning som den tilbagegående.
Dette er også et interessant perspektiv, som ligeledes vil kunne benyttes i forbindelse
med design af eksempler. Man kunne forestille sig, at man ved hjælp af et eksempel,
ville være i stand til at give eleven viden om den tilbagegående proces, og derved sørge
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for, at den nye viden bliver assimileret i sted for at blive akkommoderet. Derved kan
man også opnå en relationel viden hos eleven.
4.6 Undersøgelseslandskaber
Undersøgelseslandskaber er en måde hvor ved undervisningen kan foregå. Det kan ses
som en kontrast til opgaveparadigmet, som er det mest almindelige brugte. Ved opgave-
paradigmet menes der den diskurs som går på, at eleverne skal kunne løse nogle opgaver,
og for at disse kan løses skal de lære matematikken ved, at læreren fortæller og viser. I
opgaveparadigmet vil man tit og ofte se en trang til, at det hele bliver facitorienteret
forstået på den måde, at der kun skal være et endegyldigt svar til hver af opgaverne.
Derudover vil lærerens opgave i opgaveparadigmet være at fortælle eleverne hvad de
gør forkert og hvad de skal gøre anderledes. Det overlades altså ikke nødvendigvis til
eleven selv at konkludere hvori fejlen består. Elevernes læring vil også blive bedømt på i
hvilket omfang de er i stand til at regne opgaver.(Skovsmose, 2003)
Undersøgelseslandskaber ligger op til, at eleverne i langt større grad selv skal opnå
en interesse for matematikken og for at lære mere matematik. Blandt andet skal eleverne
gerne komme til et punkt hvor de siger »Hvad nu hvis??!!« og på den måde have en
nysgerrighed der udvider deres matematiske viden. Lærerens rolle i undersøgelsesland-
skaber vil først og fremmest være at »sætte scene« eller sagt på en anden måde give
eleverne en tilgang til et emne, som gør, at eleverne selv kan være interesseret i at
undersøge emnet nærmere. Derefter vil det ikke være lærerens opgave at rette, men i
stedet rådgive og på den måde få eleverne på rette vej hvis de laver fejl. (Skovsmose, 2003)
Det er vigtigt at være opmærksom på, at grænsen mellem de to læringsmiljøer
(opgaveparadigmet og undersøgelseslandskaber) godt kan være utydelig og, at der i hvert
af miljøerne godt kan indgå elementer fra det andet miljø.(Skovsmose, 2003)
Ole Skovsmose introducere i 2003 et skema (tabel 4.3) med overblik over læringsmil-
jøerne og de referencer der kan benyttes i matematikken.(Skovsmose, 2003)
Opgaveparadigmet Undersøgelseslandskaber
Reference til »ren« matematik (1) (2)
Reference til »semi-virkelighed« (3) (4)
Reelle referencer (5) (6)
Tabel 4.3 læringsmiljøskema, eftergjort fra (Skovsmose, 2003)
De forskellige numre repræsentere hver især en tilgang til læringsmiljøet. Nummer 1 og
2 referere til den »rene« matematik inden for begge læringsmiljøer forstået som den
teoretiske matematik uden nogen kobling til virkeligheden. Den store adskillelse mellem
de to miljøer findes i, at man under undersøgelseslandskaber prøver at få eleven til at
finde mønstre i bestemte tal, og forklare disse.(Skovsmose, 2003)
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Nummer 3 og 4 repræsentere en semi-virkelighed hvilket vil sige, at det er en
konstrueret virkelighed hvor læreren selv opfinder en virkelighedssituation. Her vil opga-
veparadigmet som regel indeholde såkaldt problemregning hvor undersøgelseslandskabet
vil give eleven en større frihed til selv at opdage og udforske inden for oplægget, og der
vil ikke nødvendigvis kun være en løsning til oplægget. (Skovsmose, 2003)
Nummer 5 vil i stor stil minde om nummer 3, dog denne gang bare være opgaver der
er opstillet på baggrund af virkelige oplysninger. Nummer 6 vil derimod ligge op til et
mere projektorienteret arbejde hvor eleverne selv skal søge informationer og selv skal
undersøge forskellige ting afhængig af interesse.(Skovsmose, 2003)
Rolle og funktion i specialet
I Skovsmoses opdeling af tilgangen til matematikundervisningen er det både den lærende
og formidlingen af matematik der er objektet. Perspektivet er både normativt og deskrip-
tivt/analytisk det skyldes, at han både arbejder med det nuværende opgaveparadigme,
men også bevæger sig ind i at beskrive hvordan tingene bør være med undersøgelses-
landskaber. Derfor vil teorien kunne placeres som et implementationsproblem.
I forhold til specialet er teorien medtaget da den giver mulighed for at dele matema-
tikken ind efter typer og derved have en ide om hvordan de forskellige didaktiske teorier
giver muligheder for at designe eksempler inden for hver type af matematik. Derudover
kan det også benyttes, at Skovsmose mener, at man ved undersøgelseslandskaber skal
»sætte scene« dette kan også adopteres til brug i eksempler. Man kan forestille sig,
at der kan designes et eksempel så læreren i stedet for, at komme med eksempler der
indeholder løsninger eller gennemgang af noget materiale, sætter scene ved at etablere
en situation. For eksempel kunne læreren opstille en dagligdags situation hvor eleverne
så efterfølgende skulle udforske situationen matematisk.
4.7 Didaktiske situationer
Teorien omhandlende didaktiske teorier er udviklet af Guy Brousseau. Teorien beskæfti-
ger sig i langt højere grad med hvordan en undervisning forløber og er på den måde mere
praktisk orienteret. I teorien inddeles der tre grupper af af mennesker; forskere, lærerer
og elever. De kan hver især have to former for viden; den personlige viden, og den fælles
viden. Den personlige viden omfatter den forestilling eller forståelse som det enkelte
individ har. Den vil også typisk være implicit forstået på den måde, at eleven godt ved
hvad der skal gøres i en konkret situation, men ikke nødvendigvis er i stand til at forklare
det. Den fælles viden er repræsenteret ved bøger, artikler og lignende den vil som regel
være eksplicit hvilket vil sige, at den er klar og formidlingsbar. Den fælles viden kan og-
så kaldes den officielle viden hvilket vil sige at det er den viden som er offentlig tilgængelig.
Med udgangspunkt i de to typer af viden, siger teorien, at der findes to trin ved
tilegnelse af viden. Personliggørelse, hvor individet opbygger den personlige viden på
baggrund af den fælles viden, og fællesgørelse, hvor individet fællesgøre den personlige
viden. Det kan selvfølgelig her noteres, at der findes et dobbeltspil inden for denne teori,
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Figur 4.5 modificeret didaktisk trekant, der illustrere det didaktiske spil. Fra (Winsløw, 2006)
hvor indvidet skal personliggøre en fælles viden for senere at fællesgøre den igen. Det vil
blive omtalt senere i kapitlet. (Winsløw, 2006)
Læreren skal ifølge teorien opstille et didaktisk miljø. Det didaktiske miljø kan
indeholde bøger, opgaver med mere og er det miljø som eleven skal arbejde med i en
indlæringssituation. I teorien omtales indlæringssituationen som et didaktisk spil det
skyldes, at målet for indlæringssituationen er at vinde altså at få eleven til at tilegne
sig noget viden. For at vinde spillet er det selvfølgelig en mulighed for læreren bare at
fortælle eleven om den fælles viden det vil sige at servere teorierne for eleven uden at
eleven selv får mulighed for at personliggøre dem.(Winsløw, 2006)
Lærerens opgave i denne situation er at re-personliggøre den fælles viden forstået på
den måde, at læreren skal tage den viden som han selv har været i stand til at personlig-
gøre og derefter fællesgøre og forberede den på en sådan måde, at den bliver mulig for
eleven at personliggøre og derefter re-fællesgøre. Resultatet for elevens re-fællesgørelse
ender ud i den viden som læreren gerne ville opnå, at eleven skulle lære. Lærerens opgave
er altså at lave et miljø der tillader dette. Der kan opstilles en modificeret didaktisk tre-
kant hvor det ses hvordan interaktionen mellem læreren, eleven og miljøet skal foregå (se
figur 4.5). Det ses, at den primære interaktion er mellem miljøet og eleven(udtrykt ved en
tyk pil) og, at lærerens rolle er af mindre karakter end denne interaktion. (Winsløw, 2006)
I teorien indføres ligeledes didaktiske og adidaktiske situationer. De didaktiske si-
tuationer er når læreren bliver nød til at interagere med eleverne og omvendt er de
adidaktiske situationer når eleverne selv eller i grupper arbejder med matematikken
uden lærerens direkte indblanding og udfra egne motiver. En undervisningsgang kan
opdeles i fem trin hvor hvert af trinene understøtter enten en adidaktisk situation eller
didaktisk situation:(Winsløw, 2006)
• Devolution, hvor læreren sætter eleven ind i det didaktiske miljø og derved etablere
det overfor eleven. Eleven skal modtage miljøet og forstå det. Situationen er
didaktisk.
• Handling, hvor eleven begynder at handle inden for det didaktiske miljø. Lære-
rens opgave er at observere og reflektere over elevens handlinger. Situationen er
adidaktisk.
• Formulering, her skal eleven forsøge at formulere og præcisere det der blev arbejdet
med i handlings situationen. Læreren skal hjælpe eleven ved at spørge ind til
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midtvejsresultaterne. Situationen er både didaktisk og adidaktisk.
• Validering, her skal eleven argumentere og reflektere over resultatet fra formulerings
situationen. Lærerens opgave er at lytte til elevens argumentation og støtte op om
den refleksion som eleven udfører. Normalt vil situationen være didaktisk, men der
kan opstå situationer hvor eleven selv er i stand til at diskutere og argumentere
korrekt uden lærerens rådgivning.
• Institutionalisering, her skal læreren på baggrund af de gennemgået trin, samle
sammen og præsentere den fælles viden, som den kendes fra bøger osv. Elevens
rolle består i at lytte og reflektere over lærerens oplæg. Refleksionen kan sagtens
bestå i at sammenligne den officielle fælles viden med den af eleven fællesliggjorte
viden. Situationen vil være didaktisk.
Det er ikke realistisk eller nødvendigt at lære alt gennem en handlingssituation det
skyldes, at det er en meget tidskrævende proces. Det er altså lærerens ansvar over et
helt undervisningsforløb at udpege og udvælge de emner som vil være en fordel, at
lade eleverne opnå via en handlingssituation. Det er vigtigt at pointere, at ikke alle
situationerne nødvendigvis bliver gennemgået i en undervisningssituation. Der vil ved
devolutionen af det didaktiske miljø være forskellige variationer af hvordan læreren
vælger, at devolutionen skal foregå. Dette kan afhænge af elevernes evner og af den
tidsmæssige begrænsning der tit er i forbindelse med et undervisningsforløb.(Winsløw,
2006)
Når eleven skal gennem et undervisningsforløb går det didaktiske spil ud på, at
eleven skal opnå den tilsigtede viden. Det er lærerens opgave at sørge for at »sætte
scenen« eller kreere det didaktiske miljø så dette kan ske for eleven. Under denne process
opstår det der kaldes for den didaktiske kontrakt. Den didaktiske kontrakt er i sig selv
ikke en kontrakt, men en forståelse der er mellem eleven og læreren. Kontrakten går i
bund og grund ud på, at læreren påtager sig det ansvar at lære eleven noget. Ved en
didaktisk kontrakt vil eleven og læreren have en ide om hvordan undervisningen skal
forløbe. Eleven regner med, at læreren opstiller et miljø med teorier osv. som vil give
eleven mulighed for at løse opgaver tilknyttet emnet. Eleven vil også i et vidst omfang,
som følge af den didaktiske kontrakt, være i stand til at aflæse hvad for nogle svar som
læreren vil have i en konkret sammenhæng. Derudover vil det i kontrakten også være
indforstået, at læreren i den givne undervisningssituation kender svaret på en konkret
opgave uden at give den til eleven.(Winsløw, 2006)
Rolle og funktion i specialet
Guy Brousseaus teori omhandlende didaktiske situationer har flere forskellige perspekti-
ver inden for matematikdidaktikken. I dele af teorien er Guy Brosseaus arbejde normativt,
og i andre dele er arbejdet deskriptivt. Blandt andet stammer Guy Brosseaus arbejde
fra en forsøgsskole i Frankrig og en del af arbejdet stammer derfor netop fra en deskrip-
tiv/analytisk tilgang. Teorien arbejder altså både med det som Mogens Niss vil kalde
for mulighedsproblemet men også indenfor implementationsproblemet.
I teorien beskriver Brousseau det didaktiske spil hvilket teoretisk muliggøre, at man
kan tilrettelægge matematikundervisningen sådan, at det er muligt at styre elevernes fo-
34 KAPITEL 4. TEORI
kus i deres arbejde med konkrete problemer. I forhold til specialet er der flere interessante
perspektiver og ideer der skal overvejes ved eksempler, både ved designet af dem men
også deres egenskaber i undervisningen. Ved designet af eksemplerne kan overvejelserne
omkring personliggørelse og fællesgørelse benyttes hvor man med eksempler ville være
i stand til at støtte op om begge processer hos eleven. Ligeledes er det interessant at
overveje hvordan eksemplet kan indgå i et forløb i forhold til didaktiske og adidaktiske
situationer.
Brousseau præsentere ligeledes den didaktiske kontrakt. Den didaktiske kontrakt kan
være interessant på flere punkter blandt andet til at styre hvordan undervisningen skal
foregå, men også i forbindelse med design af eksempler hvor det kan overvejes om man
skal bryde den didaktiske kontrakt ved hjælp af eksemplet.
5 Metode
De foregående afsnit er en gennemgang af artikler, undersøgelser og teorier, som alle i
et eller andet omfang skal hjælpe til at besvare problemformuleringen. Specialet tager
udgangspunkt i eksemplets funktioner ved formidlingen af matematik, og teorierne skal
derfor benyttes på den måde, der har været beskrevet i delafsnittene »rolle og funktion
i specialet«. Dette kapitel indeholder en gennemgang af de metoder der brugt i forhold
til design af de forløb der benyttes til at fremskaffe empirien. Kapitlet vil ikke indeholde
afsnit der diskutere eller analysere de enkelte dele i forløbene dette vil først finde sted i
kapitel 6. Kapitlet indeholder også en beskrivelse af hvordan empirien dokumenteres,
og det afsluttes med en præsentation af de deltagene klasse. Præsentationen beskriver
hvilket niveau klasserne er på, hvilke lærerbøger de benytter sig af og så videre.
5.1 Metode til design og dokumentation af forløb
Ved design af forløbene har der været forskellige overvejelser med hensyn til metoden
der skulle benyttes. På trods af, at eksemplet har været det bærerende for specialet har
det været nødvendigt at designe hele forløb til de deltagende klasser. Det skyldes, at
eksemplerne ikke kan designes uafhængigt af deres kontekst, og det er derfor vigtigt,
at den kontekst som eksemplerne bliver præsenteret i stemmer overens med det som
eksemplet arbejder med. Det er en vigtig pointe, at der ved designet af forløbene er lagt
vægt på eksemplerne i forhold til de matematikdidaktiske teorier.
I opbygningen af forløbene er der benyttet en didaktisk strukturering af undervisnin-
gen i fire dele:
• Teoridel
• Eksempeldel
• Opgavedel
• Diskussions-/opsummeringsdel
De fire dele er ikke hierarkiske hvilket vil sige, at teoridelen ikke nødvendigvis kommer
forud for en eksempeldel. Med teoridelen forstås den del, som må betragtes som det
generelle det kan for eksempel være sætninger, definitioner eller lignende. Teoridelen
vil ligge op til det eksempel der skal vises eller vil konkludere noget på baggrund af
eksemplet. Teoridelen vil foregå som lærerpræsentation og vil blive dokumenteret ved
klasserums videooptagelse og noter. Eksempeldelen kan være designet med forskellige
formål afhængig af de matematikdidaktiske teorier der benyttes, men grundlæggende
vil eksempeldefinitionen, der er opstillet i kapitel 2 blive benyttet. Eksempeldelen vil
foregå enten ved didaktiske eller adidaktiske situationer og vil blive dokumenteret ved
klasserums videooptagelse og noter. Opgavedelen har som mål at vise hvad og hvordan
eleverne har lært fra teoridelen og eksempeldelen. Derudover kan opgaverne også støtte
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den læring der er startet hos eleverne. Opgavedelen vil foregå i en adidaktisk situation i
grupper og vil dokumenteres ved videoptagelse, afleveret opgaver og noter. Diskussions-
/opsummeringsdelen har flere formål et af formålene er at være sikker på, at eleverne er
med i undervisningen og har løst opgaverne. Et andet og langt vigtigere formål er, at
elevernes tanker og diskussioner lader sig dokumentere. Diskussions-/opsummeringsdelen
vil foregå enten ved klasserums diskussioner eller i grupper og dokumenteres ved klasse-
rums videooptagelse og noter.
Ved videooptagelse af teoridel, eksempeldel og diskussions-/opsummeringsdelen, er
der benyttet to videokameraer; et der er placeret bagerst i lokalet, som filmer tavlen
og lyd fra klasselokalet, og et der er placeret forrest i lokalet, som filmer eleverne og
lyd fra klasselokalet. Ved efterbehandling er pauser og lignende klippet fra, og de to
videoer er placeret som billed-i-billed med begge lydspor aktive. Ved videooptagelse
af opgavedelen er der placeret et kamera ved en tilfældig udvalgt gruppe, og i nogle
tilfælde er der benyttet to kamera ved to forskellige grupper. Ved alle fire skridt er der
som nævnt taget noter. Noternes funktion er at dokumentere det der måske ikke ses
nemt ud af videooptagelser eller løste opgaver.
I forbindelse med designet af forløbene er der opstillet retningslinier (se bilag A), der
beskriver hvordan læreren skal forholde sig til de designede forløb og til situationer der
kan opstå i de forskellige dele af forløbet. Retningslinierne er opstillet for at sikre, at
resultater fra undervisningen kan dokumenters og benyttes til specialet.
Emnerne til forløbene er valgt i samarbejde med lærerene så det passer ind i elevernes
lærerplan, men stadig er nye emner for eleverne. På den måde kan eleverne ikke have
forudgående viden om emnerne og der kan derved sikres et bedre resultat i forhold
til specialet. Havde eleverne på forhånd haft et konceptbillede indeholdende viden om
emnerne ville dette påvirke deres spørgsmål og samtaler i forbindelse med forløbene.
Forløbene er som nævnt dokumenteret ved video, opgaver og noter. Data er indsamlet
med den aftale, at der er fuld anonymitet, og derfor vil data ikke indgå som bilag. Vi-
deomaterialet gøres dog tilgængeligt for censor i forbindelse med bedømmelse af specialet.
Ved design af forløb er benyttet en blanding af eksisterende forløb (for eksempel fra
lærebøger) og egne designede forløb. Dette valg er truffet da der allerede er lavet mange
forskellige eksempler og forløb i lærebøger. Selvom dele af forløbene er fra lærebøger er
det kun valgt så længe det er i tråd med og velunderbygget af de matematikdidaktiske
teorier. De matematikdidaktiske teorier har altså højeste prioritet og i særlig grad i
forhold til design af eksemplerne. Der vil i kapitel 6 være argumentation for hvordan og
hvorfor forløbene er opbygget som de er.
Problemstillinger ved metoden
Et problem ved den beskrevet metode i forhold til design består i, at der bliver designet
forløb uden læreren er inde over. Forløbet diktere altså hvordan læreren skal undervise
og tager ikke højde for hvordan undervisningen normalt foregår. Det kan i visse tilfælde
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sætte læreren i en situation hvor der kan opstå tvivl om hvad målet er ved de enkelte
dele af forløbet. Derudover kan det også resultere i en så anderledes undervisning, at
elverne bliver usikre og utrygge. I disse tilfælde vil den didaktiske kontrakt formentlig
træde tydeligt frem.
I retningslinierne står der, at eleverne skal inddeles i grupper af 2-4 personer. Der er
mange overvejelser omkring denne beslutning. Hvordan skal grupperne for eksempel ind-
deles, og hvordan sikre man, at de personer der er i grupperne kan arbejde sammen. Hvis
eleverne selv får lov til at danne grupperne vil det formentlig være personer der er vant
til at snakke sammen der sætter sig i grupper og derfor risikere man også, at grupperne
ikke opnår en diversitet i viden. Er det derimod læreren der inddeler grupperne kan man
sørge for, at der bliver en stor videndiversitet i grupperne. Vælges denne metode er det
ikke sikkert, at eleverne i gruppen kan arbejde sammen, og det kan overvejes om den
situation kan undgås. I specialet er det valgt, at læreren bestemmer hvordan grupperne
dannes og der tages ikke yderligere højde for hvilken indflydelse det kan have på empirien.
Når forskellige dele af undervisningen optages er man sikker på at dokumentere det
visuelle, men lyden kan godt halte efter, og det er derfor muligt, at visse pointer ikke
bliver fanget. Især ved gruppearbejdet vil lydkvaliteten være påvirket af, at flere grupper
løser opgaver på samme tid i samme lokale.
Eleverne får, som følge af retningslinierne, besked på, at aflevere de løste opgaver,
men også her kan der opstå et problem. Selv om der opstilles retningslinier så vil eleverne
ikke altid følge dem og der kan derfor være opgaver der ikke bliver indsamlet eller opgaver
der kun er løst ved at skrive resultatet. Opgaver hvor dette er tilfældet eller som ikke er
indsamlet kan selvfølgelig ikke indgå i analysen. Dette kan give fejl slutninger og det er
derfor også vurderet hvorvidt det vil være tilfældet førend analyserne er udført.
5.2 De deltagene klasser
Ved starten af specialearbejdet blev der rundsendt en mail, som kan ses i bilag B,
til 136 matematiklærere på sjællandske gymnasier. På baggrund af denne kom der 6
tilbagemeldinger hvoraf 4 var positive. Fra starten stod det fast, at målet var mellem
4 og 6 klasser så de 4 der meldte positivt tilbage blev benyttet. Ud af de 4 klasser er
der to der er på sammen gymnasium, men ellers er gymnasierne placeret i 3 forskellige
demografiske områder. Beskrivelserne nedenfor er baseret på udsagn fra lærerne.
Klasse nummer et
Klasse nummer et er en 3.g klasse fra et gymnasium i indre København. Klassen modta-
ger matematik på A-Niveau og benytter sig af grundbogen »Vejen til Matematik A2« af
Nielsen m.fl. (2009) fra HAX. Der er 21 elever i klassen, og niveauet er ikke særlig højt.
I forløbet undervises klassen i binomialfordelingen. De har tidligere erfaring med sandsyn-
lighedsberegning samt binomialkoefficienten, men har ingen erfaring med binomialforsøg
og binomialfordeling.
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Klasse nummer to
Klasse nummer to er en 2.g klasse fra et gymnasium i København. Klassen modtager
matematik på B-niveau og benytter sig af grundbogen »Gyldendals Gymnasiematematik
B2« af Clausen m.fl. (2006a) fra Gyldendal. Det er en stor klasse med 32 elever, og
niveauet er spredt, med flest middelniveau elever.
I forløbet undervises klassen i binomial hypotesetest. De har tidligere erfaring med
binomialforsøg og binomialfordelingen, men har ingen erfaring med hypotesetest af
nogen art.
Klasse nummer tre
Klasse nummer tre er en 2.g klasse fra et gymnasium i en omegns kommune. Klassen
modtager matematik på B-niveau og benytter sig af grundbogen »MAT B2 - STX« af
Carstensen m.fl. (2009a) fra Systime. Der er 29 elever i klassen og niveauet er spredt,
og det er en meget spørgende klasse der nogen gange skal have tingene forklaret flere
gange før end det er forstået.
I forløbet undervises klassen i differentialkvotienten af eksponentiel, logaritmisk og
potens funktioner. De har tidligere erfaring med differentiation og differentialkvotient og
herunder tre trins reglen som metode. Derudover har eleverne også været præsenteret
for differentialkvotienten af potens funktioner gældende for positive heltal.
Klasse nummer fire
Klasse nummer fire, er en 2.g klasse fra et gymnasium i en omegns kommune. Klassen
modtager matematik på B-niveau og benytter sig af grundbogen »MAT B2 - STX« af
Carstensen m.fl. (2009a) fra Systime. Der er 26 elever i klassen og niveauet er spredt
med flest middelniveau elever.
I forløbet undervises klassen i integrationsregning. De har ikke tidligere erfaring hermed,
men har erfaring med differentialregning.
6 Design af eksempler og forløb
I dette kapitel vil der være en gennemgang af de designovervejelser der er benyttet
til design af eksempler og forløb. Forløbene vil være beskrevet, men det vil kun være
eksemplerne det bliver præsenteret her i teksten. Forløbene vil være at finde i fuld længde
i bilag C. Eksemplerne vil være tydeligt markeret, og deres kontekst vil være tydeligt
beskrevet før og efter eksemplet. Hvert eksempel vil blive fulgt af en begrundelse, analyse
og diskussion på baggrund af de præsenterede matematikdidaktiske teorier. Derudover
vil der være generelle kommentarer til hvert forløb.
6.1 Klasse nummer et, binomialfordelingen
1. dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.1 på side 105.
1. del
Forløbet starter med en teoridel hvor det præsenteres hvornår noget er et binomialforsøg,
og derefter følger første eksempel.
1. Eksempel
Vi tager udgangspunkt i, at man i et forsøg lukker tyve mennesker ind i et rum, en ad
gangen. Man bestemmer ikke om det er en mand eller ikke en mand der kommer ind det
er altså helt tilfældigt. Sandsynligheden for, at der kommer en mand ind svare til 1 minus
sandsynligheden for, at der kommer en ikke mand og er den samme ved alle forsøg. To
følgende personer er uafhængige så hvis den første er en mand kan vi ikke sige noget om
den næste. Vi kan altså kalde det for et binomialforsøg.
Basis eksperimentet er, at man lukker en person ind og ser om det er en mand eller ikke
en mand. Basishændelsen vil være, at det er en mand. X vil betegne antallet af mænd
efter der er lukket 20 personer ind. X kan altså være mellem 0 og 20.
Eksempeldelen er et eksempel på et binomialforsøg og herunder eksempel på de
parameter der indgår i binomialforsøget.
Begrundelse for design
Teoridelen skal starte en akkommodation hos eleverne. Der skal altså oprettes et nyt
konceptbillede hvor der hos eleverne skal forekomme en internalisering af binomialforsøg
som proces for binomialfordelingen.
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Eksemplet består af »semi« virkeligheds matematik, og situationen vil være didaktisk.
Eksemplet har til formål, at indføre eleverne i binomialforsøgs begrebet og den tankegang
der knytter sig til sådanne fænomener. Det har ikke som formål at vise eleverne hvordan
man konkret beregner sandsynlighed for hændelser i binomialforsøg. Eksemplet vil
starte en assimilation i forbindelse med det skema der er skabt ved teoridelen dette sker
da eksemplet benytter sig af nogle af de begreber der er blevet præsenteret i teorien,
for eksempel basisforsøg og basishændelse. Derudover har eleverne på forhånd også et
kendskab til udregning af sandsynligheder så derfor må det også antages, at eleverne
vil assimilere i et skema der indeholder viden om sandsynlighedsregning. Man kunne
forestille sig, at et konkret skema som eleverne vil assimilere i er et skema indeholdende
viden om sandsynligheden for uafhængige hændelser, P (A ∩ B) = P (A) · P (B). Man
kan på den baggrund argumentere for, at eksemplet vil støtte eleverne i en relationel
forståelse. Eksemplet vil også få eleven til at udvide det konceptbillede der er skabt
i forbindelse med teoridelen. I eksemplet benyttes der direkte referencer til det der i
teoridelen blev præsenteret som binomialforsøg. Da binomialforsøget er en proces for
binomialfordelingen vil eksemplet altså støtte en internalisering eller en kondensering af
dette hos eleverne.
2.del
Første eksempel efterfølges af et opgavesæt hvor eleverne udfordres til at tænke på
hvornår der kan være grundlag for et binomialforsøg. Elevernes tanker og konklusioner
opsamles og diskuteres og efterfølges af andet eksempel.
2. Eksempel
Hvis vi har en terning som vi kaster 6 gange så kan vi tælle hvor mange 3’ere der har
været ved de 6 slag. Vores basiseksperiment er altså om en terning viser en 3’er eller ikke
en 3’er. Basishændelsen er, at der kommer en 3’er og X vil være den stokastiske variable
der beskriver antallet af 3’ere i de 6 kast. Hvis de 6 kast gentages kan vi notere hver gang
en X-værdi fremkommer. Efter 13 gentagelser kan vi altså have et skema der ser ud på
følgende måde:
X 0 1 2 3 4 5 6
antal 3 5 3 1 0 1 0
og dette kan vi så sætte op som søjlediagram
Eksemplet er et eksempel på et binomialforsøg hvor den stokastiske variable defineres
og samtidig er det også et eksempel på hvordan udfaldene kan registreres.
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Begrundelse for design
Opgavesættet følger op på det forrige eksempel og udfordre eleverne til at komme med
forslag til binomialforsøg. Det tvinger altså eleverne til at benytte konceptbilledet, og
udvikle konceptdefinitionen. Man kan sige, at eleverne bliver nød til, til en vis grad, at
personliggøre og derefter fællesgøre binomialforsøget. Eleverne bliver ligeledes nød til at
forholde sig til det procept de har opnået i forbindelse med forrige eksempel og teorigang,
indeholdende den fremadgående proces hvorved et binomialforsøg kan karakteriseres og
genkendes.
Andet eksempel består igen af »semi« virkeligheds matematik og situationen hvori
det indgår er didaktisk. Eksemplet har som forrige eksempel som formål at vise binomial-
forsøg, men samtidig også at indfører en fremgangsmåde til hvordan data fra forsøg skal
registreres. Dette gøres ved, at der først præsenteres et binomialforsøg hvor de forskellige
parametre beskrives, og derefter præsenteres et skema hvor fiktive værdier er anført
samt opstillet i et søjlediagram. Eksemplet viser også en konkret binomialfordeling og
eleverne bliver derfor indført i dette. Eksemplet tager fat på nogle begreber som eleverne
kender i forvejen, såsom søjlediagram, og eksemplet ligger derfor op til, at der assimileres
i flere forskellige skemaer. Dette resultere i, at eleven opnår en relationel forståelse i
forhold til binomialforsøg. Der bliver også præsenteret begreber som eleverne kun svagt
kender til, for eksempel stokastisk variabel. Det forventes ikke, at eleverne straks bider
mærke i det, men der vil opstå et konceptbillede hvor eleverne ved, at den stokastiske
variable X beskriver antallet af 3’er i en serie af seks kast. Dette sker som følge af, at
eksemplet siger:
...X vil være den stokastiske variable, der beskriver antallet af 3’ere...
havde eksemplet i stedet haft ordlyden:
...X er en stokastisk variabel, og beskriver i dette tilfælde antallet af 3’ere...
ville eksemplet have haft et mere generelt præg i stil med den teoridel hvor den stokasti-
ske variable først blev præsenteret. Elevernes konceptbillede vil derfor formentlig heller
ikke udvikles på samme måde da det stadig vil være den generelle formulering der vil
præge det. De stokastiske variable vil ifølge Sfards teori blot være en af de processer der
skal internaliseres for at nå objektet binomialfordeling.
3. del
Andet eksempel opfølges af et opgavesæt hvor eleverne selv skal forsøge at fremskaffe
data ved hjælp af 12 terninger. Elevernes data opsamles og diskuteres og det skal ud fra
disse pointeres, at der er en overvægt ved X = 2. Efterfølgende skal tredie eksempel
præsenteres.
3. Eksempel
Et udfald med X = 2 betyder, at der på en eller anden måde er netop to 6’ere blandt de
12 terninger. Hvis vi beskriver hændelse med en 6’er som sand og en ikke 6’er som falsk
kan et udfald med X = 2 hedde:
FFFFSFFFSFFF (6.1)
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Eleverne inddrages nu.
Sandsynligheden for at slå en 6’er (sand) er 16 , sandsynligheden for at slå en ikke 6’er
(falsk) er 56 , eller 1− 16 .
Eksemplet indeholder et eksempel på et binomialforsøg hvor det er det enkelte udfald
der betragtes.
Begrundelse for design
Eleverne skal i opgavesættet selv forsøge at definere og indsamle data fra et binomial-
forsøg. Den viden som eleverne opnår ud fra dette vil både blive assimileret i skemaet
der er opbygget omkring binomialforsøg, men vil også blive assimileret i det skema som
eleverne har i forbindelse med terningkast. Der vil altså være en relationel viden mellem
noget matematisk og nogle hverdags handlinger eller ting. Dette kan formentlig støtte
elevernes udvikling af konceptbilledet der omhandler binomialforsøg. Det forventes også,
at det vil hjælpe eleverne til påbegynde kondensering af processerne. I opsamlingen
af opgavesættet skal der ligges vægt på, at der vil være en overvægt ved X = 2 uden
at pointere hvad den nøjagtige pointe er ved dette. Eleverne forsøges på den måde
motiveret til at forsøge at opdage hvorfor det er sådan. Den didaktiske kontrakt vil
formentlig gøre, at eleverne vil spørge læreren om hvorfor det er sådan.
Eksemplet der præsenteres, er baseret på »semi« virkeligheds matematik, og situ-
ationen vil være både didaktisk og adidaktisk. Den del af eksemplet der foregår ved
almindelig præsentationen vil være didaktisk, men i denne del skal læreren forsøge at
»sætte scene« for eleverne så de i den adidaktiske del af eksemplet selv kan deltage og
udforske. Eksemplet omhandler ikke kun processen binomialforsøg, som antages værende
internaliseret, men tager også fat på den næste proces sandsynlighedsregning, som er
noget som eleverne allerede burde have indeholdt i et andet konceptbillede. Dette gøres
ved, at der først præsenteres noget som eleverne kan direkte relatere til binomialforsøget:
Et udfald med X = 2 betyder, at der på en eller anden måde er netop to 6’ere blandt de
12 terninger
og derefter drages paraleller til sandsynlighedsregning som eleverne allerede kender til.
Der skabes derved en relationel forståelse, da der assimileres i begge skemaer. Rent
matematisk vil det betyde, at eleverne bliver i stand til at se, at for hver terning er
sandsynligheden 16 for at det bliver en 6’er (sandt) og
5
6 for, at det bliver noget andet
(falsk). Man kan altså sige, at der konkret vil ske en assimilation i skemaet der indeholder
viden om sandsynligheden for disjunkte hændelser P (A ∪B) = P (A) + P (B).
4. del
Tredie eksempel efterfølges af opgavesæt, opsummeringsdel og teoridel, der alle tager
fat på udregning af sandsynligheden for et bestemt udfald. Dette efterfølges af fjerde
eksempel.
4. Eksempel
Hvis vi får af vide, at 2 ud af de 12 terningkast er 6’ere, så kan vi altså udregne
sandsynligheden for det bestemte udfald FFFFFSFFSFFF , men de to 6’ere behøver
ikke nødvendigvis at optræde i den rækkefølge i udfaldet. Et andet udfald hvor X = 2
kan være FFSFFFFFSFFF .
6.1. KLASSE NUMMER ET, BINOMIALFORDELINGEN 43
Herefter følger et opgavesæt og en teoridel der tager fat på binomialkoefficienten.
Eksemplet er et eksempel på forskellige udfald i samme binomialforsøg med samme
X.
Begrundelse for design
Tredie opgavesæt, opsummeringsdel og teoridel har alle som formål, at udvide det
konceptbillede der indeholder viden om hvordan sandsynlighed beregnes for et bestemt
udfald, men også at koble den viden til det nye skema omkring binomialforsøg og samle
det i konceptbilledet der indeholder viden om binomialfordelingen. Eleverne får altså en
relationel viden, men bliver ligeledes støttet i at udføre en internalisering af de processer
der skal ende ud i at blive til objektet binomialfordeling. Derudover bliver der også i
teoridelen præsenteret en generel formel for udregningen af sandsynligheden og det vil
muligvis støtte eleverne i at udvikle deres konceptdefinition.
Fjerde eksempel har som mål at aktivere skemaet som eleverne allerede har, i
forhold til binomialkoefficienten. Dette gøres implicit ved at præsentere de to forskellige
kombinationsmuligheder, FFFFFSFFSFFF og FFSFFFFFSFFF . Ved hjælp af
dette skal eleverne altså indse, at det er formlen
K(n, r) = n!
r! · (n− r)! (6.2)
der skal benyttes. Eleverne ved ikke, at den hedder binomialkoefficienten men har et
skema der rent instrumentalt indeholder viden om begrebet. Eksemplet vil derfor støtte
eleverne i at arbejde med et eksisterende konceptbillede omhandlende binomialkoeffici-
enten, men vil også som følge af:
Hvis vi får af vide, at 2 ud af de 12 terninger er 6’ere...
arbejde med det nye skema, omhandlende binomialforsøg. Eleverne vil af samme grund,
også blive i stand til at anse det procept de har, som indeholder viden om binomialkoef-
ficienten, som et elementært procept for binomialfordelings proceptet.
I det efterfølgende opgavesæt og teoridel bliver de foregående eksempler og opgaver
samlet sammen. Eleverne har tidligere i deres undervisning arbejdet med binomialko-
efficienten og det forventes derfor også, at de har et skema der indeholder viden om
denne. Der kommer alligevel en opfriskning af den generelle formel da eleverne gerne
skal indse, at de på nuværende tidspunkt både kender sandsynligheden for et konkret
udfald, men også er i stand til at udregne hvor mange udfald der vil være med den
sandsynlighed. Eleverne vil både opnå en relationel viden mellem sandsynlighedsregning
og binomialforsøg og mellem binomialkoefficienten og binomialforsøget. Begge ting vil
fører til en internalisering hos eleverne og vil formentlig også bevæge sig over i en
kondensering mod objektet binomialfordeling.
2. dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.2 på side 109.
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1. del
Forløbet starter med en opsummering af de ting der blev fundet ved forrige undervis-
ningsgang og efterfølges af første eksempel.
1. Eksempel
Hvis vi tager fat på opgaverne fra sidste gang så har vi altså n = 12 da vi kaster med
12 terninger. Vi vil gerne finde sandsynligheden for at X = 2 hvilket vil sige, at det er
ligegyldigt i hvilken rækkefølge som 6’erne og ikke 6’erne kommer i bare der er to 6’ere.
Vi kan regne sandsynligheden for et bestemt udfald (altså en bestemt rækkefølge):(1
6
)2
·
(5
6
)10
≈ 0.00449 (6.3)
Vi kan også finde ud af hvor mange udfald der findes hvor X = 2:
K(12, 2) = 12!
2! · (12− 2)! = 66 (6.4)
Vi ved derfor, at der kan opstå 66 forskellige kombinationer hvor X = 2. For hver af disse
kombinationer hvor X = 2 er sandsynligheden 0, 004499. Multipliceres disse to tal vil vi
altså få sandsynligheden for, at X = 2.
P (X = 2) = 0, 00449 · 66 = 0, 2963 (6.5)
Sandsynligheden for, at vi får to 6’ere er altså 0, 2963.
Ovenstående er et eksempel på hvordan (p)r · (1 − p)n−r og K(n, r) multipliceret
giver sandsynligheden for X = r, P (X = r). Det er altså et eksempel hvor formlen for
binomialfordelingen fremkommer.
Begrundelse for design
Den første opsummeringsdel er blot en opsummering fra den forrige undervisningsgang
for at reaktivere de anvendte og opstillede skemaer.
Indholdet i eksemplet er »ren« matematik og situationen som eksemplet bliver præ-
senteret i er didaktisk. Eksemplet går ind og benytter de aktiverede skemaer. Målet med
eksemplet er at skabe relationer mellem de aktiverede konceptbilleder fra opsummeringen
og kombinere dem til at fungere indenfor konceptbilledet for binomialfordeling. Eleven
forsøges støttet i at udvikle de fremkaldte konceptbilleder så de passer sammen. Man
kan sige, at eksemplet sætter en reificering igang hos eleverne som selv vil være tvunget
til at opdage binomialfordeling da den ikke eksplicit bliver introduceret. I eksemplet
bliver dette støttet ved at der først præsenteres en udregning af sandsynligheden for et
udfald: (
1
6
)2
·
(
5
6
)10
≈ 0.00449 (6.6)
og derefter udregnes binomialkoefficienten
K(12, 2) = 12!2! · (12− 2)! = 66 (6.7)
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og til sidst multipliceres resultaterne fra disse
P (X = 2) = 0, 00449 · 66 = 0, 2963 (6.8)
Eleverne får altså ikke givet en formel for binomialfordelingen, men skal selv finde denne
ved at kunne indse, at det der sker er :
P (X = 2) =
(
1
6
)2
·
(
5
6
)10
· 12!2! · (12− 2)! = 0, 2963 (6.9)
Ved proceptet kan man sige, at eleverne får skabt relationerne mellem de eksisterende
elementær procepter der blev skabt ved forrige undervisningsgang. I eksemplet er der
ligeledes en implicit pointe i, at E(X) = 2, men P (X = 2) = 0, 2963 pointen bliver ikke
formidlet på denne måde da eleverne ikke har kendskab til forventede værdier, men
indgår som sagt implicit i eksemplet.
2. del
Første eksempel bliver efterfulgt af et opgavesæt hvor eleverne skal regne resten af
sandsynlighederne for de forskellige X værdier. Efterfølgende er der en opsummering
hvor elevernes sandsynligheder noteres på tavlen og diskuteres. Den følgende teoridel
tager fat på at beskrive den generelle formel for binomialfordelingen, og efterfølges af
andet eksempel.
2. Eksempel
1) Sandsynligheden for at vinde et bestemt spil er 0, 35. Spillet spilles 20 gange. Med X
betegnes antallet af vundne spil. Hvor stor er sandsynligheden for at vinde spillet 8 gange?
Først skal vi tænke over hvorvidt binomialfordelingen er den rigtige fordeling at benytte.
Hver hændelse i forsøget har netop to udfald; succes eller fiasko. Sandsynligheden for
fiasko er 1− sandsynligheden for succes og er den samme ved alle spillene. Udfaldene er
uafhængige. Det vil altså være korrekt at benytte en binomialfordeling.
Vi ved, at sandsynlighedsparameteren p er 0, 35, p = 0, 35
Vi ved også, at antalsparameteren n er 20, n = 20
Og til sidst ved vi, at antallet af successer r er 8, r = 8
Det er altså bare at benytte formlen for binomialfordelingen, og sætte ind:
P (X = 8) = 20!
8! · (20− 8)! · (0, 35)
8 · (1− 0, 35)20−8 = 0, 1614 (6.10)
Sandsynligheden for at vinde spille 8 gange er altså 0, 1614
2) I en klasse på 25 elever regner man med, at sandsynligheden for, at en person har
fødselsdag i december er 112 . Hvad er sandsynligheden for, at 4 personer har fødselsdag i
december? Ved hvilket antal personer er sandsynlighed størst?
Igen skal vi først tænke over hvorvidt binomialfordelingen er den rigtige fordeling at
benytte. Hver hændelse i forsøget har netop to udfald; succes eller fiasko. Sandsynligheden
for fiasko er 1− sandsynligheden for succes og er den samme ved alle spillene. Udfaldene
er uafhængige. Det vil altså være korrekt at benytte en binomialfordeling.
Vi ved, at sandsynlighedsparameteren p er 112 , p =
1
12
Vi ved også, at antalsparameteren n er 25, n = 25
Og til sidst ved vi, at antallet af successer r er 4, r = 4
P (X = 4) = 25!
4! · (25− 4)! · (
1
12
)4 · (1− 1
12
)25−4 = 0, 0981. (6.11)
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Sandsynligheden for, at præcis 4 elever har fødselsdag i december er altså 0, 0981
Til besvarelsen af spørgsmål nummer to kan der laves et søjlediagram, men der kan også
bare udregnes værdier for sandsynlighederne. Her ses et udsnit P (X = 3) = 0, 1963,
P (X = 2) = 0, 2816 og P (X = 1) = 0, 2581. Sandsynligheden er altså størst for, at der er
2 personer der har fødselsdag i december.
Eksemplet efterfølges af en opgavedel hvor eleverne prøver kræfter med opgaver der
minder om eksemplet og derefter er forløbet slut.
Eksempeldelen indeholder to eksempler på hvordan formlen for binomialfordelingen
kan benyttes og hvordan formlen giver en sandsynlighedsfordeling.
Begrundelse for design
Opgavesættet starter ud med, at eleverne forsætter med at beregne sandsynlighederne
for de forskellige X-værdier. Dette hjælper eleverne til at opdage binomialfordelingen.
Man kan altså sige, at det forrige eksempel sammen med de efterfølgende opgaver
forsøger at støtte en reificering hos eleverne hvor de ting som de som de har lært
gennem forløbet er processerne, der har gennemgået en internalisering og efterfølgende
kondensering. Det er ikke sikkert, at eleverne med opgaven bliver i stand til at reifi-
cere binomialfordelingen. Eleverne skal selv forsøge at opstille en generel formel for
binomialfordelingen ved at fællesgøre den personliggjorte viden. I den efterfølgende
teoridel benyttes elevernes fund til at opstille den generelle formel for binomialfor-
delingen. Eleverne får altså fremprovokeret et konceptbillede, som indeholder viden
om binomialfordelingen. Endnu vil konceptdefinitionen stadig være tom for eleverne
da de først ved reifikation vil indse at binomialfordelingen er en samling af det foregående.
Eksemplet består af to deleksempler og indeholder »semi« virkeligheds matematik.
Situationen er didaktisk. Eksemplet søger at få eleverne til at assimilere viden til det
skema der er opstillet i forbindelse med binomialfordelingen dette gøres ved at benytte
den »formel« som eleverne gerne skulle have set ud af det forrige eksempel. Eksemplet
benyttes til at udvikle konceptbilledet omhandlende binomialfordelingen og formentlig
støtte eleverne i at udvikle en konceptdefinition da der i eksemplet bliver vist hvordan
dele af konceptbilledet benyttes. Ved proceptet antages det, at eleverne med eksemplet
får et procept som overordnet er binomialfordelingen og som består af de elementære
procepter der findes for de præsenterede begreber.
6.2 Kommentarer til forløbet for klasse nummer et
I forløbet til klassen er der en del overvejelser der må gøres i forhold til hvad der er
hensigten at gøre til objektet. Binomialforsøget bærer en stor del af forløbet, men det
er binomialfordelingen der er objektet. Derfor er det også vigtigt, at det i forløbet er
gjort klart, at der er en overgang fra binomialforsøg til binomialfordeling. Hvorvidt
eleverne kommer til at forstå det som en fordeling er ikke sikkert, men formlen for
binomialfordelingen og brugbarheden vil være objektiviseret. I eksemplerne er det forsøgt
at give eleverne et indblik i, at det er en fordeling der arbejdes med ved blandt andet at
6.3. KLASSE NUMMER TO, BINOMIAL HYPOTESETEST 47
vise den grafiske repræsentation.
Det kan også overvejes om nogle af opgaverne måske bærer mere præg af at være
eksempler da de i stor grad er afhængige af den efterfølgende gennemgang. Det kan måske
betragtes som en opgave hvor læreren »sætter scenen« og elverne i en handlingssituation
arbejder med det iscenesatte, som så i opsamlingen gennemgår en formulering, validering
og institutionalisering.
6.3 Klasse nummer to, binomial hypotesetest
1. dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.3 på side 112.
1. del
Forløbet starter ud med en teoridel hvor der præsenteres hvad en hypotese er og hvad der
menes med en hypotesetest. Derudover bliver begreberne nulhypotese og modhypotese
indført.
1. Eksempel
Hvis der skal udføres et forsøg med en mønt der bliver oplyst til at være symmetrisk og
som har 2 udfald (plat eller krone) så vil en naturlig nulhypotese hedde:
H0 : Mønten er symmetrisk,P (plat) = 0.5 (6.12)
En modhypotese kunne være, at man antager at mønten IKKE er symmetrisk. Derved
ville modhypotesen hedde:
H1 : Mønten er ikke symmetrisk,P (plat) 6= 0.5 (6.13)
Eksempeldelen giver et eksempel på en nulhypotese og en alternativ hypotese i
forbindelse med en binomial hypotesetest.
Begrundelse for design
Teoripræsentatitonen har til formål at opbygge et skema hos eleverne. Det præsenterede
vil formentlig blive akkommoderet hos eleverne, men de har forudgående en viden om
sandsynlighedsregning og derfor vil der muligvis også finde en assimilation sted. Dette
antages nærmere for at være undtagelsen da eleverne selv skal lave denne kobling.
Teoridelen danner et nyt konceptbillede hos eleven og konceptbilledet vil kun indeholde
hvad der bliver præsenteret i teoridelen og konceptdefinitionen vil sandsynligvis være
tomt eller minde meget om det der er blevet gennemgået.
Første eksempel benytter sig af en »semi« virkeligheds matematik. Situationen som
eksemplet optræder i er didaktisk da det er læreren der er den agerende part. Eleverne
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bliver mødt af et eksempel hvor det generelle
H0 : P (gevinst) = p (6.14)
bliver forholdt til noget specifikt
H0 : Mønten er symmetrisk,P (plat) = 0.5 (6.15)
Eleverne vil ved hjælp af eksemplet få opbygget en personlig konceptdefinition til kon-
ceptbilledet. Det skyldes, at eksemplet netop går ind og præsentere det generelle i en
konkret kontekst som vist oven for. Selve målet for undervisningen er som sagt binomial
hypotesetest og ved dette eksempel søges det, at eleverne får internaliseret og kondenseret
begrebet hypotese. Det, at det gælder for binomialfordelingen bliver ikke nævnt for
eleverne, men står implicit i eksemplet. I forhold til procept vil der ved eksemplet blive
dannet et elementært procept der har H0, som symbol. Det vil sige, at eleverne vil være
i stand til at fremkalde processer (fremadgående og tilbagegående) samt konceptet ud
fra symbolet H0. I dette konkrete tilfælde er det ikke sikkert at eleverne vil have en
tilbagegående proces, men både den fremadgående proces og konceptet vil være defineret
hos eleven.
2. del
Første eksempel efterfølges af et opgavesæt hvor eleverne får øvelse i at opstille nul-
hypoteser og modhypoteser. Efterfølgende er der en teoridel der starter ud med en
gennemgang af elevernes besvarelser på opgaverne og derefter præsenterer fejl af 1. og 2.
art. Herefter skal andet eksempel præsenteres.
2. Eksempel
Hvis vi vender tilbage til mønt eksemplet fra tidligere kan der altså opstilles en nulhypotese.
Men hvornår skal den accepteres og hvilke fejltyper kan der opstå?
Hvis mønten kastes 100 gange og den lander på plat 43 af gangene hvilke fejl er det så
muligt, at vi kommer til at udføre?
(Eleverne skal deltage i diskussionen, og nedenstående pointer skal fremhæves)
Hvis vi siger, at mønten ikke er symmetrisk risikere vi at udføre en fejl af 1. art hvis
mønten i virkeligheden var symmetrisk.
Hvis vi siger, at mønten er symmetrisk risikerer vi at udfører en fejl af 2. art hvis mønten
i virkeligheden ikke er symmetrisk.
Andet eksempel efterfølges af et opgavesæt hvor eleverne får tid til at diskutere hvilke
grænser de selv ville opstille. Elevernes pointer opsamles i en fælles klassediskussion.
Eksemplet er et eksempel på fejlarterne af 1. og 2. art der er introduceret i den
foregående teoridel.
Begrundelse for design
Første opgavesæt støtter, at eleverne får kondenseret begreberne nulhypotese og mod-
hypotese. Teoridelen forsøger at give eleverne en ide om, at man kan lave forskellige
fejl når man forsøger at forkaste en hypotese. Eleverne får altså akkommoderet et nyt
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skema omhandlende dette, men der vil også opstå en relationel viden, da nulhypotese og
modhypotese udtrykkene bliver benyttet. Hvis man forstiller sig, at konceptbilledet er
hypotesetest så vil nulhypotesen, modhypotesen og fejlarterne være processer indeholdt
i dette.
Eksemplet er baseret på »semi« virkeligheds matematik og situationen som eksemplet
indgår i er adidaktisk/didaktisk. Eksemplet forsøger via af en assimilation at støtte en
kondensering af fejl arterne og forsøger ligeledes at få eleverne til at lave deres egen
konceptdefinition eller man kan sige, at eleverne presses til at lave en personliggørelse
af fejl arterne. Dette gøres ved, at læreren første »sætter scene« for eleverne ved at
præsentere
Hvis mønten kastes 100 gange og den lander på plat 43 af gangene, hvilke fejl er det så
muligt at vi kommer til at udføre?
og derefter overlades det til eleverne, at definere hvad de forskellige fejl arter har af
konsekvenser. I eksemplet er der inkluderet de vigtigste pointer som læreren kan præsen-
tere efter, eller i forbindelse med, at eleverne har forsøgt at personliggøre og fællesgøre
fejlarterne. Ved procept vil eleverne ved hjælp af eksemplet opnå en viden om den proces
der er ved at bestemme fejl arter og deres konsekvenser. Eleverne vil formentlig ved
hjælp af eksemplet opnå et elementært procept til det procept der vil indeholde binomial
hypotesetest.
Det efterfølgende opgavesæt fortsætter diskussionen fra eksemplet dog bliver situa-
tionen adidaktisk da eleverne selv skal styre diskussionen og forsøge at sætte grænser
for hvornår ting skal forkastes eller ej. Det, at eleverne bliver nød til at fortsætte
diskussionen fra eksemplet gør, at eleverne bliver presset yderligere til at personliggøre
den fælles viden og derefter også fællesgøre den igen.
2. dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.4 på side 114.
1. del
Der præsenteres som det første teori for eleverne omhandlende signifikansniveau og
efterfølgende præsenteres første eksempel.
1. Eksempel
Hvis vi tager mønteksemplet fra sidste gang har vi altså, at en mønt kastes 100 gange og
vi skal afgøre hvorvidt mønten er symmetrisk eller ej.
Hvad betyder det hvis vi siger, at signifikansniveauet er på 5%?
Når vi som på figur 6.1 har to haler skal de 5% signifikansniveau deles med 2 så signifi-
kansniveauet på hver af halerne er 2, 5%. Det betyder altså, at vi på hver side af 50 ikke
vil acceptere det antal udfald der har en sandsynlighed på 2, 5% eller under.
Rent matematisk kan det skrives som:
P (X ≤ K1) = 0, 025 og P (X ≥ K2) = 0, 025 (6.16)
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Figur 6.1 Figur der viser en binomialfordeling med to haler hvor grøn er den kritiske mængde
og rød acceptmængden ved 5% signifikansniveau.
K1 og K2 beskriver det antal udfald hvorved det gælder på henholdsvis venstre og højre
side af 50.
Ovenstående er et eksempel på signifikansniveau og på bestemmelse af kritisk mængde
og accept mængde.
Begrundelse for design
Der akkomoderes ved teoridelen et nyt skema, men der opstår dog også en assimilation
til skemaerne der indeholder viden om nulhypotese og formentlig også om fejlarter. Dette
er dog mere implicit og har derfor ikke været målet med designet.
Eksemplet består af »ren« matematik og situationen det optræder i vil være di-
daktisk. I eksemplet er der en klar assimilation i forbindelse med det skema der er
akkommoderet i forbindelse med teoridelen indeholdende viden om signifikansniveauet.
Men på nuværende tidspunkt i forløbet bliver der ved hjælp af figuren også lagt op til en
assimilation i skemaet der indeholder viden omkring binomialfordelingen som eleverne
antages at have optaget ved tidligere undervisning. Eleverne skal altså ud fra eksemplet
se, at signifikansniveauet er en del af binomialhypotesetest.
Konceptbilledet der indeholder signifikansniveauet bliver udvidet og eleverne får
mulighed for at udvikle deres personlige konceptdefinition. Dette sker da eksemplet
tydeligt illustrere hvordan signifikansniveauet tydeliggøre hvornår en hypotese forkastes
eller accepteres. Eksemplet søger også at give eleverne yderligere mulighed for at inter-
nalisere en proces der er knyttet til binomial hypotesetest. Eksemplet kan sandsynligvis
også starte en kondensering hos eleverne, som efterhånden vil være i stand til at knytte
processer sammen. I eksemplet fremprovokeres kondenseringen i høj grad visuelt af
figuren hvor eleverne skal indse hvordan forbindelsen mellem binomialfordelingen og
signifikansniveauet er. I forhold til procept ønskes det også med eksemplet at støtte
eleverne i at udvikle en proces hvilket altså stemmer godt overens med det foregående.
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2. del
Det næste skridt er, at eleverne får udleveret en opgave og derefter bliver introduceret
til acceptmængde og den kritiske mængde ved hjælp af en teoridel. Dette efterfølges af
andet eksempel.
2. Eksempel
Starter vi helt fra bunden med mønt eksemplet foregår testen på denne måde.
Vi får af vide, at vi skal finde ud af hvorvidt en mønt er symmetriske eller ej. Mønten
kastes 100 gange. En mønt der er symmetrisk antages at have udfaldene plat eller krone
begge med sandsynligheden 0,5. Vi kan altså opstille en nulhypotese der hedder:
H0 : P (plat) = 0, 5 (6.17)
Vi beslutter, at signifikansniveauet skal være 5% og derved 2, 5% til hver hale. På
den måde finder vi, at K1 = 39 og K2 = 60. Vi har altså en acceptmængde, der
indeholder værdierne A = (40, 41, ..., 58, 59), og en kritisk mængde der indeholder værdierne
K = (0, 1, ..., 38, 39, 60, 61, .., 100).
Vi får oplyst, at den testet terning har haft et udfald på 43 plat ud af 100 gange. Da det
falder inden for acceptmængden kan nulhypotesen altså accepteres og mønten betragtes
som værende symmetrisk.
Eleverne får som det næste udleveret et opgavesæt, som tager fat på de ting som de
har lært fra forløbet. Derefter følger en klassediskussion hvor elevernes besvarelser og
overvejelser gennemgås og diskuteres.
Eksemplet, er et eksempel på udførslen af en binomial hypotesetest.
Begrundelse for design
Den anden teoridelen tilføjer endnu et konceptbillede til det overordnet konceptbillede
eller man kan sige, at eksemplet søger at oprette endnu et elementært procept hos indi-
videt. Begrebene acceptmængde og den kritiske mængde bliver præsenteret i forbindelse
med teoridelen og bliver formentlig internaliseret side om side med de andre processer,
som er præsenteret.
Eksemplet indeholder »semi« virkeligheds matematik og situationen som det indgår
i er didaktisk. Med eksemplet forsøges det at samle hele konceptbilledet eller at skabe
en relationel viden mellem de, som følge af det præsenterede, oprettede skemaer. Dette
gøres ved at aktivere alle disse skemaer og benytte dem i eksemplet i et sammenhænge.
Man kan sige, at eksemplet søger at støtte en reificering hos eleverne af objektet binomial
hypotesetest. Eksemplet gør dette ved at vise eleverne den kobling der er mellem de
forskellige processer. Eleverne har tidligere i forløbet gennemgået en kondensering så
derfor vil denne kobling sandsynligvis være tydelig, men eksemplet hjælper eleverne
til en reificering ved at gennemgå de forskellige processer og vise og underbygge det
sammenhænge der er mellem dem.
Sfard mener, at man for at støtte en reificering i realiteten bliver nød til at præsentere
processer af videregående karakter. Dette er ikke tilfældet her, men eksemplet forsøger
i stedet at få eleverne til at opnå en reificering ved at se eksemplet på udførelsen af
binomial hypotesetesten.
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6.4 Kommentarer til forløbet for klasse nummer to
Undervisningsmålet med forløbet til klasse nummer to er som sagt, at eleverne får gjort
binomial hypotesetest til et objekt. Det er igen værd at pointere, at man ved at benytte
Sfards teori bliver nød til at træffe et valg om objektniveauet. For eksempel præsenteres
signifikansniveauet i forløbet som en proces. Signifikansniveauet kunne sagtens alene
ligge til grund for en hel undervisningsgang hvor undervisningsmålet ville være, at
eleverne opnår en objekt forståelse af signifikansniveauet. Men her i forløbet bliver det
betragtet som en proces der først skal internaliseres for efterfølgende at kondenseres
med andre processer. Benytter man i stedet procept teorien vil hver af de præsenteret
processer alene udgøre et elementært procept og tilsammen udgøre et procept.
6.5 Klasse nummer tre, differentialkvotienter
1.dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.5 på side 117.
1.del
Forløbet starter med en opsummering af hvordan differentialkvotienten findes. Dette er
noget som eleverne kan fra forrige undervisningsgange. Opsummeringen består af en
teoridel og en opgavedel så eleverne igen får føling med hvordan tre trins reglen benyttes.
1. Eksempel
Eleverne skal inddrages i udførslen af eksemplet.
Vi får givet funktionen f(x) = 4x og skal finde differentialkvotienten i punktet x.
Vi benytter os af tre trins reglen:
1. trin - ∆y = f(x + h)− f(x) = 4x+h − 4x = 4x · 4h − 4x = 4x · (4h − 1)
2. trin - ∆y
h
= 4
x·(4h−1)
h
= 4x · 4h−1
h
3. trin - Vi deler udtrykket op i to stykker og benytter os af CAS. Første del 4x er ikke
påvirket af h og ændres derfor ikke. Anden del 4
h−1
h
, indeholder h, og ved hjælp af
CAS ses det, at udtrykket går mod ln(4) når h går mod 0.
Differentialkvotienten i punktet x bliver altså:
f ′(x) = 4x · ln(4) (6.18)
Ovenstående er et eksempel på udregning af differentialkvotienten for eksponentiel
funktionen f(x) = ax.
Begrundelse for design
Teoridelens formål er som beskrevet, at eleverne igen forsøger at arbejde med tre trins
reglen. Man kan sige, at elevernes konceptbilleder reaktiveres og gøres klar til forløbet,
hvilket betyder, at elevernes skemaer der er forbundet med tre trins reglen vil være
let tilgængelige efterfølgende. Målet med forløbet er, at eleverne får gjort differential-
kvotienten for eksponentiel, logaritmisk og potens funktioner til objekt. Der vil være 3
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objekter dog med visse modifikationer, som tages op til sidst i afsnittet.
Eksemplet er et gennemregnet eksempel. Eksemplet består af »ren« matematik,
og situationen er didaktisk. Målet med eksemplet er, at eleverne akkommodere et nyt
skema omhandlende differentiation af eksponentielle funktioner. Eksemplet drager dog
også paralleller til skemaet der arbejder med tre trins reglen. Det nævnes ikke, at
det nu er eksponentielle funktioner der arbejdes med, men det antages, at eleverne er
klar over dette og, at de i forvejen har reificeret eksponentiel funktioner. Eleverne får
udvidet de konceptbilleder de har indeholdende differentialkvotienten og indeholdende
eksponentiel funktioner, men de får også opbygget et nyt som indeholder udregningen af
differentialkvotient for eksponentielle funktioner. I forbindelse med eksemplet vil det
nye konceptbilledet være baseret på det konkrete (4x)′ = 4x · ln(4), men formentlig vil
eleverne allerede ved eksemplet have en anelse om det generelle (ax)′ = ax · ln(a), og
konceptbilledet vil derfor formentlig også indeholde denne formodning. Eksemplet vil
støtte en internalisering hos eleverne, da de bliver præsenteret for nye processer i form
af at finde differentialkvotienten for eksponentiel funktioner. I eksemplet må eleverne
først i tredie trin benytte sig af CAS. Det skyldes, at eleverne i større grad får støttet
en internalisering hvis de benytter sig af deres egne regnefærdigheder så langt det er
muligt. Eleverne må først benytte sig af CAS når de møder forhindringer de ikke har
kompetencer til at løse på egen hånd.
2. del
Første eksempel efterfølges af et opgavesæt hvor eleverne kommer til at arbejde med
opgaver der minder om dem der er gennemgået i eksemplet. Efterfølgende kommer der
en teoridel hvor elevernes resultater opsamles og det konkluderes hvilken regneregel der
findes for differentialkvotienten af eksponentialfunktioner. Eleverne får herefter udleveret
nogle opgavesæt hvor de skal beregne differentialkvotienten af f(x) = ex. Det følges op
af en teoridel hvor det konkluderes hvad differentialkvotienten er.
3. Eksempel
Eleverne skal inddrages i udførslen af eksemplet.
Vi får givet funktionen f(x) = 4k·x og skal finde differentialkvotienten i punktet x.
Vi benytter os af tre trins reglen:
1. trin - ∆y = f(x+h)− f(x) = 4k(x+h)− 4(k·x) = 4k·x · 4k·h− 4k·x = 4k·x · (4k·h− 1)
2. trin - ∆y
h
= 4
k·x·(4k·h−1)
h
= 4k·x · 4k·h−1
h
3. trin - Vi deler udtrykket op i to stykker og benytter os af CAS. Første del 4x er ikke
påvirket af h og ændres derfor ikke. Anden del 4
k·h−1
h
indeholder h og ved hjælp af
CAS ses det, at udtrykket går mod k · ln(4), når h går mod 0.
Differentialkvotienten i punktet x bliver altså:
f ′(x) = 4k·x · k · ln(4) (6.19)
Hvis vi benytter os af den korte vej så kan vi konstatere, at 4k er en konstant og derved kan
vi benyttes os af sætningen fra før og sætte 4k på a’s plads. Derved fåes f ′(x) = (4k)x·ln(4k)
og ved hjælp af regneregler for logaritmen kan vi sige, at f ′(x) = (4k)x · k · ln(4).
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Eleverne får efterfølgende et opgavesæt hvor de skal benytte de fundne regler og
metoder. Der afsluttes med en teoridel, der indeholder en opsamling af de regneregler
der er blevet fundet via forløbet.
Ovenstående eksempel er et eksempel på udregning af differentialkvotienten for
eksponentiel funktionen f(x) = ak·x.
Begrundelse for design
Det andet opgavesæt har til formål at støtte en kondensering hos eleverne. Derudover
har opsamlingen til formål at støtte en reificering af differentialkvotienten af eksponentiel
funktioner. Dette støttes yderligere ved den efterfølgende opgaveregning, teoridel og
opsamlingsdel. Det antages, at eleverne på nuværende tidspunkt vil have et procept for
differentialkvotienten af eksponential funktioner.
Eksemplet er designet efter samme princip som det foregående eksempel hvilket vil
sige, at målene i forhold til de didaktiske teorier er de samme. Det er stadig eksponentiel
funktionen der gennemgår tre trins reglen, men denne gang er det i stedet med en
konstant multipliceret med variablen i potensen. Det er altså værd at bemærke, at målet
med eksemplet her er, at yderligere støtte eleverne i at opnå en reificering. Reificerin-
gen skal støttes af, at eleverne fra tidligere har differentialkvotienten for eksponentiel
funktioner, (ax)′ = ax · ln(a), og ved hjælp af dette ville være i stand til at finde
differentialkvotienten for f(x) = 4k·x.
Ligeledes er den efterfølgende opgaveregning, teoridel og opsummeringsdel også
designet efter samme princip som det foregående. Her vil der også være en opsamling
af alle de differentialkvotienter, som alle ligger inden for samme objekt, der er fundet
gennem den første undervisningsdag.
2. dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.6 på side 120.
1. del
Forløbet starter ud med en opsummering af de fundne regler fra forrige forløb. Derefter
startes der på noget nyt med eksemplet.
1. Eksempel
Vi kender differentialkvotienterne for eksponentialfunktioner og vi skal nu finde ud af hvad
differentialkvotienten er for logaritmiske funktioner.
Eleverne skal inddrages i udførslen af eksemplet.
Vi får givet funktionen f(x) = ln(4x) og skal finde differentialkvotienten i punktet x.
Vi benytter os af tre trins reglen:
1. trin - ∆y = f(x + h)− f(x) = ln(4(x + h))− ln(4x) = ln
( 4x+4h
4x
)
= ln
(
1 + h
x
)
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2. trin - ∆y
h
= ln(1+
h
x )
h
3. trin - Vi lader h gå mod 0 for ln(1+
h
x )
h
ved hjælp af CAS ses det, at det går mod 1
x
.
Differentialkvotienten i punktet x bliver altså:
f ′(x) = 1
x
(6.20)
Eksempeldelen indeholder et eksempel på udregning af differentialkvotienten for
eksponentiel funktionen f(x) = ln(x).
Begrundelse for design
Den første teoridel opsummere de konklusioner der blev gjort ved forrige undervisnings-
gang. Altså om hvordan objektet differentialkvotient af eksponentiel funktioner ser ud
og hvad det betyder. Teoridelen præsentere reglerne inden for objektet på skemaform og
det er muligt, at dette vil udbygge konceptbilledet som eleverne har da eleverne vil få
et samlet overblik over alle de regler der gælder for objektet. Derudover vil teoridelen
støtte eleverne i opbygningen af en personlig konceptdefinition da deres fælles træk,
eksponentiel funktionen, tydeliggøres.
Eksemplet er bygget op efter samme princip som de foregående eksempler, men
indeholder i stedet en logaritmisk funktion. Der er ingen tvivl om, at elevernes koncept-
billede der indeholder viden om tre trins reglen efterhånden er vel udbygget og, at det
derfor vil være nemt for eleverne at udføre denne proces. Eksemplet benytter et velkendt
element og tilføjer noget nyt på den måde opnår eleverne en assimilation i skemaet
der indeholder viden om tre trins reglen, men opnår samtidig også en akkommodation
af et skema som indeholder viden om differentialkvotienten for logaritmiske funktio-
ner. Eleverne vil støttes i at opnå en internalisering af de processer som senere udgør
objektet differentialkvotienten for logaritmiske funktioner. I eksemplet bliver eleverne
præsenteret for, at konstanten forsvinder når ln(k · x) differentieres. Elevernes vil altså
via eksemplet være i stand til at se ln(k·x)′ = 1x og det er dette der støtter en assimilation.
2. del
Første eksempel efterfølges af et opgavesæt og en teoridel hvor elevernes resultater sluttes
til en regneregel for differentialkvotienten for logaritmiske funktioner.
2. Eksempel
Hvad betyder det i forhold til f(x)?
» Den afledede funktion af f(x) = ln(x) er f ′(x) = 1
x
, og dette betyder, at hældningen
for tangenten til grafen i punktet x er 1
x
. På figur 6.2 er tegnet tangenterne for x = 3 og
x = 7 med hældninger 13 og
1
7 . « (Carstensen m.fl. (2009a) side 89)
Herefter følger et opgavesæt hvor eleverne skal benytte sig af tre trins reglen for
at udregne differentialkvotienter af logaritmiske funktioner. Efterfølgende kommer der
en teoridel der husker eleverne på, at de tidligere har set formlen der skal benyttes for
at finde differentialkvotienten til potens funktioner. Dette følges op af en opgavedel
hvor eleverne skal forholde sig til hvorvidt dette også gælder for rationale og irrationale
56 KAPITEL 6. DESIGN AF EKSEMPLER OG FORLØB
Figur 6.2 Funktionen f(x) = ln(x) er illustreret med blå streg og hældninger i til værdierne
x = 3 og x = 7 erillustreret med hhv. rød og grøn streg.
tal. Elevernes resultater samles derefter op i fællesskab hvor alle fundne regneregler for
differentialkvotienter præsenteres. Forløbet afsluttes med et opgavesæt.
Eksemplet er et eksempel på hvad differentialkvotienten er og betyder for f(x) = ln(x)
herunder ved en grafisk repræsentation.
Begrundelse for design
Det første opgavesæt har til formål at støtte en kondensering hos eleverne, og den
efterfølgende teoridel hvor elevernes resultater opsamles har til formål, ved hjælp af den
generelle regneregel der opstilles, at støtte en videre kondensering hos eleverne. Det anta-
ges, at eleverne på nuværende tidspunkt vil have et procept for differentialkvotienten for
logaritmiske funktioner. Ligeledes antages det, at eleverne har et færdigt konceptbillede
for differentialkvotienten. I det næste skridt vil den videre læring blive støtte på en
anden måde end i de foregående eksempler.
Eksemplet består af »ren« matematik og situationen er didaktisk. Eksemplet illustrer
ved hjælp af grafen hvad det betyder når differentialkvotienten for en logaritmisk funktion
findes. Da eksemplet både er generelt ved:
Den afledede funktion af f(x) = ln(x) er f ′(x) = 1
x
, og dette betyder, at hældningen for
tangenten til grafen i punktet x er 1
x
og konkret ved figuren og den tilhørende tekst vil der forekomme en sammenkædning
af begreber i forskellige repræsentationer. Eleverne vil altså opnå en assimilation i
forbindelse med differentiation generelt og i forbindelse med differentialkvotienten af
logaritmiske funktioner. På den måde søger eksemplet at fremme en relationel forståelse
mellem disse. Eksemplet vil støtte en kondensering hos eleverne, men vil i høj grad også
kunne støtte eleverne i at opnå en reificering af objektet. Ved proceptet vil eleverne på
nuværende tidspunkt have opnået et procept omhandlende differentialkvotienten for
logaritmiske funktioner hvor funktionsforskriften f(x) = ln(x) kan betragtes som det
symbol der vil fremkalde processerne og konceptet.
Det efterfølgende opgavesæt har som mål at støtte eleverne i den reificeringsproces
der startede i forbindelse med eksemplet. Opgaverne bliver efterfulgt af en kort gennem-
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gang af differentialkvotienten for potens funktioner. Eleverne har allerede fra tidligere
undervisning et konceptbillede der berører dette og derfor er der ikke brugt lang tid på
det. Teoridelen og opgaveregningen har derfor som sigte at få eleverne til at assimilere, at
regnereglen de kender også har sin gyldighed i forbindelse med rationelle og irrationelle
tal.
Efter opgavesættet bliver der gennemført en opsamling hvor den viden som eleverne
har opnået i deres konceptbilleder bliver opsamlet og forsøgt opstillet i skema. Man kan
ved procept teorien sige, at eleverne nu har tre procepter der dækker over differential-
kvotienten for eksponential funktioner, logaritmiske funktioner og potens funktioner.
Hvis man betragter disse som elementære procepter vil det overordnet procept være
differentialkvotient.
6.6 Kommentarer til forløbet for klasse nummer tre
Forløbet til klasse nummer tre, er designet lidt anderledes end de andre forløb. Eleverne
havde allerede et konceptbillede indeholdende differentialkvotienten, og forløbet skulle
give eleverne en viden om differentialkvotienten af eksponentielle, logaritmiske og potens
funktioner. Det blev derfor valgt, at de tre funktionstyper skulle være objekterne som
eleverne skulle lære. Hvorvidt det er muligt, at eleverne vil være i stand til at reificere
processerne bag og på den måde forstå differentialkvotienten for de tre funktioner som
objekter er tvivlsomt over to undervisningsgange, men forløbet giver nogle gode forslag
til hvordan det kunne lade sig gøre.
6.7 Klasse nummer fire, bestemt integral
1. dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.7 på side 124.
1. del
Det første eksempel eleverne støder på kommer efter en teoridel af integration som
værende det omvendte af differentiation og en teoridel af integrationsprøven.
1. Eksempel
• F (x) = 12x
2 er en stamfunktion til f(x) = x, fordi F ′(x) = x
• G(x) = ex er en stamfunktion til g(x) = ex, fordi G′(x) = ex
• H(x) = ex+7 er en stamfunktion til h(x) = ex, fordi H′(x) = ex+0 = ex
Når man skal undersøge, om en forelagt funktion F (x) er en stamfunktion,
benytter man sig af integrationsprøven, det vil sige at man undersøger om
F ′(x) = f(x). Man kunne for eksempel spørge:
Er F (x) = 12x
2 + 7ex − 7x en stamfunktion til f(x) = x + 7ex − 7?
For at besvare spørgsmålet udregner man F ′(x):
F ′(x) = 2 · 12 · x + 7 · ex − 7 = x + 7ex − 7
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da dette netop er f(x), er F (x) en stamfunktion til f(x).
(Nielsen m.fl. (2009) side 194)
Ovenstående er et eksempel på brug af integrationsprøven, hvilket vil sige, at det er
et eksempel på hvordan det afgøres om F (x) er stamfunktion til f(x).
Begrundelse for design
Det præsenterede eksempel er det som Sweller ville kalde for et gennemregnet eksempel.
Matematikken der bliver benyttet er »ren« matematik og situationen er didaktisk da
læreren sætter eleverne ind i miljøet. Eleverne har ved teorigennemgangen allerede opnået
en ide om hvad de skal lære og de burde altså ved hjælp af teoridelen akkommodere viden.
Ved teoridelen bliver der forsøgt skabt et skema hos eleverne, som bliver forsøgt relateret
til den viden som eleverne havde i forvejen nemlig differentiation. Ved teoridelen bliver
skabt et nyt skema omhandlende integration, der bliver akkommoderet, men eleverne
assimilere også viden i deres skema omhandlende differentiation. Intentionen er altså,
at der skal opstå en relationel viden som følge af eksemplet. Eleverne bliver ved hjælp
af eksemplet opmærksomme på den fremadgående proces som værende integration og
den tilbagegående proces som værende differentiation. Eleverne så også denne proces i
teoridelen men den bliver mere eksplicit da det vises, at:
F (x) = 12x
2 er en stamfunktion til f(x) = x fordi F ′(x) = x (6.21)
og de andre lignende dele af eksemplet. I eksemplet elimineres den forvirring som eleverne
kan have ved notationer der præsenteres i teoridele.
Eksemplet forsøger, at udvide elevernes nye skema ved hjælp af assimilation hvilket
vil sige, at eleverne vil tilføje den viden som eksemplet præsentere til det skema, der
blev oprettet i forbindelse med teoridelen. Den forståelse som eksemplet forsøger at
opbygge hos eleverne er umiddelbart instrumentel altså en viden hvor eleverne bliver i
stand til at regne og løse opgaver inden for det præsenterede. Dog tager eksemplet også
fat på relationen mellem integration og differentiale og derved vil det også til en vis
grad underbygge en relationel viden. Relationen mellem de to objekter fremgår dog ikke
tydeligt og det er derfor ikke sikkert, at der vil opstå en relationel viden.
Konceptbilledet der bliver skabt i forbindelse med teoridelen forsøges med eksemp-
let, at blive udfyldt med nogle processer, der giver eleverne værktøjer til at håndtere
integralregning. Både teori og eksempel, forsøger at skabe en internalisering hos eleven,
men med eksemplet forsøges det også at støtte eleven i kondenserings fasen. Det vil sige,
at den forståelse som eleven forsøges støttet i stadig kun er operationel, ifølge Sfard.
Som det noteres i teoriafsnittet vil det betyde, at eleven ifølge procept teorien vil have
en procedure og en proces hvis eksemplet virker som det skal.
2. del
Efter første eksempel løser eleverne nogle opgaver og bliver derefter præsenteret for
en teoridel. Denne indeholder teori omhandlende konstanten k der bliver tilføjet ved
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integration. Derudover bliver der også præsenteret generelle regneregler i forhold til
integration.
2. Eksempel
Ved hjælp af figur 6.3 ses det, at funktionen f(x) = 2x2−3x (tegnet med blåt) har forskellige
stamfunktioner som kun variere med konstanten k. Stamfunktionen til f(x) = 2x2 − 3x er
altså givet ved F (x) = 23x
3 − 32x2 + k.
Figur 6.3 Graf der viser parallel forskudte stamfunktionerne F (x) = 23x
3 − 32x2 + k, samt
integranden f(x) = 2x2 − 3x
Efter eksemplet får eleverne nogle opgaver og derefter nås ikke mere på første dag.
Eksemplet er et eksempel på hvordan der kan findes forskellige stamfunktioner til
f(x). Eksemplet viser altså hvordan F (x) kan variere med k.
Begrundelse for design
Opgaven som eleverne bliver stillet går ind og underbygger den internalisering og kon-
densering som eleverne gerne skulle gennemgå. Den efterfølgende teoridel præsentere
konstanten k for eleverne og forsøger dermed også at få eleverne til at assimilere ny viden
til skemaet fra tidligere. Det konceptbillede som eleverne fik oprettet i det foregående
opnår en konflikt mellem de fremkaldte konceptbilleder da det viser sig, at integration
ikke er helt det omvendte af differentiation. Eleverne vil derfor automatisk forsøge at
tilpasse det fremkaldt konceptbillede.
Eksemplet bygger på »ren« matematik og situationen er didaktisk. Eksemplet søger
at give en forståelse af sammenhænge mellem f(x) og F (x). Det vil både støtte en
assimilation i forbindelse med skemaer der indeholder viden om differentiation, men
også de nye skemaer der indeholder viden om integration. Man kan sige, at eksemplet
kan støtte udviklingen af en relationel forståelse hos eleverne. Eksemplet vil tydeliggøre
for eleverne hvordan en funktion f(x) kan have en mange forskellige parallel forskudte
stamfunktioner F (x) + k og det er denne assimilation der vil finde sted. I eksemplet
bliver dette hovedsaligt vist via figuren.
Konflikten mellem de fremkaldte konceptbilleder, som formentlig er opstået som
følge af teoridelen vil sandsynligvis stadig være tilstede hos eleverne. Med eksemplet
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forsøges det løst ved at udnytte relationen mellem differentialregning og integralregning.
Eksemplet er ikke et gennemregnet eksempel, men det forsøger som nævnt ved hjælp af
grafen at vise eleven hvad relationen er mellem stamfunktioner med forskellige konstanter
og en funktion.
Teoridelen har formentlig givet eleven en »officiel« konceptdefinition altså den kon-
ceptdefinition som eleven får af læreren. Men med den visuelle præsentation vil eleven
formentlig have bedre mulighed for at opbygge en personlig konceptdefinition inspireret
af den visuelle præsentation i eksemplet givet, at sammenhænget bliver ordenligt udfoldet.
2. dag
Hele forløbet til denne dag kan ses i bilag C.8 på side 127.
1. del
Det første som eleverne møder i dette forløb er en teoretisk gennemgang af hvordan et
bestemt integral beregnes. Gennemgangen består af formler og notationer. Der bliver og-
så vist ren teoretisk hvordan konstanten k forsvinder når det bestemte integral beregnes.
1. Eksempel
Følgende bestemte integraler udregnes således:∫ 4
1
7dx = [7x]41 = 7 · 4− 7 · 1 = 28− 7 = 21 (6.22)∫ 9
1
1
x
dx = [ln(x)]91 = ln(9)− ln(1) = ln(9) (6.23)∫ 0
−2
6e3tdt =
[
2e3t
]0
−2 = 2e
0 − 2e−6 = 2− 2e−6 (6.24)∫ 4
1
(
3x2 − 1√
x
)
dx =
[
x3 − 2√x
]4
1
= 64− 4− (1− 2) = 61 (6.25)
(Clausen m.fl. (2006a) side 64)
Eksemplet, er et eksempel på udregningen af bestemt integral altså
∫ b
a
f(x)dx
Begrundelse for design
Teorien præsentere et nyt begreb ved bestemt integral. Eleverne får altså et nyt skema
gennem akkommodation. Begrebet vil formentlig også blive assimileret i det eksisterende
skema der berøre integration. Det nye skema vil kun indeholde de elementer som er
blevet præsenteret. Der vil opstå et nyt procept præsenteret ved symbolet
∫ b
a
f(x)dx eller
[F (x)]ba og ved hjælp af den relationelle viden, som opstår som følge af assimilationen
til det gamle skema vil proceptet blive udviklet. Man kan sige, at på dette tidspunkt
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vil ubestemt og bestemt integral fremstå som værende to elementære procepter i det
overordnet procept integration.
Eksemplet er igen et gennemregnet eksempel hvor situationen vil være didaktisk og
matematikken er »ren« matematik. Eksemplet søger at udvide de eksisterende skemaer
som eleverne må have opbygget på nuværende tidspunkt. Dette gøres ved at vise hvordan
indholdet af skemaerne benyttes. Man kan sige, at eksemplet forsøger at få eleverne til
at internalisere og kondensere netop fordi der benyttes processer som eleverne allerede
kender til og sammenhænget mellem dem tydeliggøres. Konceptbilledet af bestemt
integral kan blive udviklet ved eksemplet og eleven vil ligeledes ved eksemplet bliver
støttet i en udvikling af konceptdefinitionen.
2. del
Efterfølgende får eleverne et opgavesæt hvor der ligges op til, at de benytter nogle af de
gennemgået ting. Herefter følger andet eksempel.
2. Eksempel
En cyklist accelerer jævnt til 10 m/s over 10 sekunder. Derefter fortsætter han med 10
m/s i 12 sekunder, og decelerer efterfølgende jævnt til 0 m/s på 4 sekunder.
Med elevernes hjælp opstilles følgende:
Arealet under grafen beskriver den samlede distance som cyklisten har tilbagelagt.
Med elevernes hjælp udregnes arealet ved hjælp af geometri.
For den første trekant vil det gælde at:
Arealet = 1
2
· 10m/s · 10s = 50m (6.26)
For firkanten, vil det gælde at:
Arealet = 10m/s · 12s = 120m (6.27)
og for den sidste trekant vil
Arealet = 1
2
· 10m/s · 4s = 20m (6.28)
I alt har cyklisten på 26 sekunder tilbagelagt en distance på 190m.
Sammen med eleverne findes de 3 lineære funktioner, som sammen kan beskrive grafen.
1. f1(x) = x,[0, 10]
2. f2(x) = 10, [10, 22]
3. f3(x) = −2, 5x + 65,[22, 26]
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Uden at nævne noget med areal skal det nu overlades til eleverne i grupper at finde de
bestemte integraler af funktionerne i de givne intervaller.
Sammen med eleverne skal det konkluderes, at det er muligt at finde arealet under en
graf ved hjælp af bestemt integral.
Eleverne får her efter et opgavesæt og derefter er forløbet slut.
Ovenstående er et eksempel på den relation der findes mellem det bestemte integral
af en funktion og arealet under funktionen.
Begrundelse for design
Opgavesættet som eleverne får udleveret hjælper eleverne til at gennemgå kondenserin-
gen og man kan ligeledes sige, at det hjælper eleverne med de to skridt der går forud for
proceptet nemlig procedure og proces.
Eksemplet benytter sig af en »semi« virkeligheds matematik, og situationen hvori
det skal indgå er didaktisk og adidaktisk da eleverne selv vil blive stillet opgaver hvor
de skal handle indenfor det didaktiske miljø. Eksemplets mål er, at eleverne selv indser
og formulere, at der findes et sammenhæng mellem bestemt integration og arealbereg-
ning. Eleverne antages på nuværende tidspunkt at kunne regne integraler som værende
internaliseret og rimelig kondenseret. Ved eksemplet forsøges det at støtte en reificering
hos eleverne. Eleverne ved inden eksemplet ikke, at bestemt integral kan benyttes til
arealberegning og eksemplet forsøger at få eleverne til at indse dette uden at vise det. Det
er altså et forsøg på at støtte en reificering uden at falde for den onde cirkel. Derudover
bliver der benyttet skemaer som eleverne har haft i lang tid og det antages derfor, at
eleverne ved eksemplet opnår en relationel viden, hvor skemaet med arealberegning får
assimileret egenskaber fra integration.
Eksemplet søger også, at eleverne udvikler et færdigt procept. Formentlig vil der
være et procept indeholdende integration og nogle elementær procepter, som indeholder
bestemt og ubestemt integration.
6.8 Kommentarer til forløbet for klasse nummer fire
Undervisningsmålet for forløbet er, at eleverne opnår en viden om bestemte integraler
og deres funktion i forhold til areal beregning. Klassen skal altså både introduceres
til ubestemte og bestemte integraler. I forløbet vælges det, at objektet som eleverne
skal ende ud med er bestemt integral. Dette valg har ifølge teorierne flere konsekvenser.
Ifølge Sfard vil eleverne kun i svagt omfang være i stand til at fortsætte på videregående
niveau hvis elever ikke reificerer processer til et objekt, altså overgangen fra strukturel
til operationel forståelse. Men ifølge Sfard findes den onde cirkel (se afsnit 4.4), hvilket
betyder, at eleven måske først vil være i stand til at reificere hvis et begreb af videregå-
ende karakter bliver præsenteret. Eleverne havde ikke tidligere erfaring med integration,
og derfor var det nødvendigt at introducere eleverne til de procedure der er i forbindelse
med ubestemt integral. At begrebet ubestemt integration ikke forsøges reificeret via
6.8. KOMMENTARER TIL FORLØBET FOR KLASSE NUMMER FIRE 63
eksemplerne, men bare introduceres som procedure er et bevidst valg da det kan ses som
processer der er nødvendige at kunne for at kunne reificere og forstå bestemt integral
som objekt. Pointen er altså, at niveauet af processer der ønskes reificeret og derved
objektiviseret, bør overvejes. Denne pointe vil også blive taget op i diskussions afsnittet.
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7 Præsentation og analyse af empirisk data
Der vil i dette kapitel være en præsentation og analyse af de indsamlet data. Det
indsamlede data er blevet analyseret og der vil i specialet kun indgå data der er relevant
for specialet i form af opgaveudsnit og transskription af dialoger.
7.1 Generelle kommentarer til empirien
Der vil i dette afsnit være nogle generelle kommentarer til empirien både udførslen og
indsamlingen.
Der var i forbindelse med undervisningsforløbene opstillet nogle retningslinier som
lærerne gerne skulle agere efter. Disse retningslinier havde det umiddelbare formål
at få eleverne til at agere på egen hånd samt at gøre deres overvejelser og løsninger
tilgængelige for indsamling og efterfølgende analyse. Det viste sig, at det var svært
for lærerne at overholde da de i forvejen havde et forhold til eleverne, og eleverne
havde en bestemt måde, at kommunikere med den konkrete lærer. Man kan sige, at den
konkrete didaktiske kontrakt var svær at bryde for eleverne og lærerne i den enkelte klasse.
I forbindelse med den didaktiske kontrakt har det ligeledes været overvejet om jeg
selv skulle påtage mig undervisningen. Der er argumenter for og imod dette. Havde
jeg påtaget mig undervisningen havde det formentlig været nemmere at opbygge en ny
didaktisk kontrakt hvor retningslinier nemmere vil kunne følges. Men det havde ligeledes
været en didaktisk kontrakt, som ville bygge på, at eleverne ville vide, at deres udtalelser
og deres formåen ville blive brugt i et speciale og på den måde kunne der muligvis opstå
situationer, som ikke ville have været opstået ellers. Havde det været et længere forløb
hos hver klasse havde det sandsynligvis været muligt at opbygge en didaktisk kontrakt
som ikke ville lide under dette problem. Tre af klasserne har matematik på B-niveau og
det kan derfor også være en stor kognitiv udfordring for eleverne hvis ting de er vant
til at se pludselig bliver præsenteret på anden vis. Fordelen ved, at det er de normale
lærere der underviser er, at de vil være i stand til at modificere forløbene så notationer
og sætninger passer til elevernes normale undervisning. Denne eventuelle modifikation
antages ikke at have afgørende indflydelse på eksemplerne og deres funktion i forløbene.
Undervisningsforløbene er produceret af mig og videregivet til lærerne. Det betyder,
at lærerne har skulle undervise ud fra et materiale de ikke selv har designet og som de
muligvis selv ville have designet anderledes. Det har også givet tydelige konsekvenser
ved udførslen hvor det præsenterede har ligget langt fra det designede materiale. Der
kan derfor godt være episoder hvor de didaktiske pointer er gået tabt.
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Forløbene for de fire klasser er som nævnt i kapitel 5 alle blevet optaget og der er i
videst muligt omfang indsamlet opgaveløsninger. Derudover er nogle af grupperne også
blevet optaget for at dokumentere deres tanker og samtaler ved opgaveløsningen. Det
optagne er ikke medtaget i specialet og ej heller en fuld transskription af det optagne.
Det skyldes, at der i undervisningssituationerne er mange kommentarer og bemærkninger
som ikke har noget formål i forbindelse med specialet. Derfor er der når det er nødvendigt
lavet transskription af elevernes og lærerens samtaler.
Forløbenes design er tidligere blevet præsenteret og argumentationen på baggrund
af de didaktiske teorier er ligeledes præsenteret. Ved udførslen blev nogle af forløbene
ikke fulgt som de var designet, og derfor er der situationer, hvor pointen fra designet
forsvinder. Disse steder vil være påpeget og der vil ligeledes være argumenteret for hvilke
konsekvenser ændringerne har i forhold til det designet forløb.
7.2 Klasse nummer et
I forbindelse med indsamlingen af empirien fra den første klasse opstod der problemer i
et sådan omfang, at empirien ikke har kunne benyttes i specialet. Problemerne bestod
blandt andet i, at retningslinierne ikke blev fulgt hvilket i forhold til empirien betød,
at eleverne ikke blev motiveret til at give deres tanker tilkende og deres opgaver ikke
blev indsamlet da læreren ikke mente, at det var hensigtsmæssigt, at jeg skulle have
løsningerne uden at levere dem retur. Det var kun i klassepræsentationerne hvor det
var muligt at optage elevernes tanker og refleksioner, men her blev der i stort omfang
afveget fra forløbet og derved forsvandt mange af de matematikdidaktiske pointer der
var i forløbet og specielt eksemplerne. Disse ting har tilsammen gjort, at det har været
umuligt at lave en ordentlig analyse og derfor indgår empirien fra denne klasse ikke i
kapitlet.
7.3 Klasse nummer to
1. dag, 1. del
Designet af forløbet stiler som tidligere nævnt efter, at elever skal have binomial hypote-
setest som objekt. Læreren starter ud med en opsummering af hvad et binomial forsøg
er. Eleverne har i de forrige undervisningsgange haft om dette så det er en umiddelbart
ubesværet gennemgang.
Da første teoridel præsenteres, er det meningen, at denne skal opbygge skemaer der
skal ligge til grund for den videre læring omhandlende binomial hypotesetest. Desværre
bliver der i teoridelen blandet eksempler ind, såsom:
Lærer: En nulhypotese kan for eksempel sige, at kønsfordelingen på samtlige studier i
Danmark altid vil være 50/50
Hvilket gør, at eleverne kan have svært ved at skelne mellem teori og eksempel. Eleverne
har overhovedet ingen spørgsmål til det præsenterede. Læreren springer første eksempel
over og eleverne får med det samme udleveret første opgavesæt. Læreren har under
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teoridelen kun noteret meget få ting på tavlen og da første opgavesæt udleveres ses dette
også tydeligt:
Elev: Jeg ved ikke hvad jeg skal skrive.
Det er tydeligt, at eleverne endnu ikke har opbygget et skema omhandlende binomial
hypotesetest og de er derfor helt på bar bund. Man kan også sige, at læreren ikke endnu
har formidlet det didaktiske miljø, som skulle give eleverne mulighed for at opbygge et
konceptbillede eller give dem mulighed for at internalisere processer. Læreren starter,
efter kort tid af undervisningen, med at gennemgå første eksempel.
1. Eksempel
Det første eksempel der gennemgås kan ses på side 47. Læreren præsentere i eksemplet
kun den første del af eksemplet omhandlende nulhypotese, og eleverne stiller ingen
spørgsmål til eksemplet. Da eleverne efterfølgende igen bliver sat til at løse opgaverne,
er det tydeligt, at de nu har forstået hvad en nulhypotese er, og de er ligeledes i stand
til at opstille en. Første del af eksemplet har oprettet et skema hos eleverne, og de er
nu i stand til at benytte det. Ligeledes er der startet en internalisering af processen og
eleverne er klar over, at det er for objektet binomial hypotesetest. Eleverne har også
opbygget et konceptbillede og er allerede i stand til at formidle en konceptdefinition selv
om denne ligner det præsenterede eksempel.
Eleverne er ikke i stand til at regne den sidste delopgave og læreren holder derfor en
opsamling af nulhypotese opgaverne og introducere derefter eleverne til anden del af
første eksempel. Her får eleverne udvidet deres konceptbillede og de får endnu en proces
som de skal internalisere for at nå objektet.
Under præsentationen af den anden del af eksemplet er der stadig ingen spørgsmål
fra eleverne, men under den videre opgaveregning er der en elev der spørger:
Elev: Skal man kalde det »gevinst« hvis der er for lidt sodavand?
Lærer : Nej, det kan godt være noget andet
Elev: Må man skrive en sætning?
Lærer : Nej, men et mere passende udtryk end gevinst
Eleven viser, at han er i gang med at udvikle et konceptbillede, men det bærer præg af,
at det i den indledende teoridel ikke blev gjort klar hvordan notationen er i forhold til
det generelle udtryk.
1. dag, 2. del
Efter opgaveregningen bliver der lavet en opsamling hvor eleverne viser, at de har været i
stand til at opstille både en nulhypotese og en alternativ hypotese. Det er dog tydeligt, at
elevernes konceptbilleder kun bygger på hvad eksemplet har tilføjet hvilket blandt andet
skyldes, at eleverne ikke har andet at tage udgangspunkt i. Det forrige eksempel har
en stor betydning for elevernes læring og en internalisering er hjulpet godt på vej af dette.
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I den anden teoridel introducere læreren de to fejlarter der kan opstå ved hypotese-
test, men igen blandes der en masse eksempler ind i præsentationen, og det står derfor
uklart for eleverne om det er teori eller eksempel de får præsenteret. Der bliver igen ikke
stillet spørgsmål og der er kun meget få notater på tavlen. Man kan forestille sig, at
de manglende spørgsmål består i, at eleverne er forvirret og muligvis derfor ikke ved
hvad de skal spørge om. De opnår ikke en udvidelse af deres konceptbillede på baggrund
af teoridelen. Det kan overvejes om de eksempler som læreren præsentere ikke hjælper
eleverne, men i stedet skaber en forvirring da der ikke er nogen klar opdeling mellem
teori og eksempel.
2. Eksempel
I det andet eksempel inddrages eleverne på den måde det var meningen de skulle.
Eksemplet og design argumentationen kan ses på side 48. Der opstår en fin diskussion af
de forskellige fejl arter og det er tydeligt, at eleverne har helt styr på hypotese begrebet
og kan forholde fejl arterne til dette. Elevernes diskussion bærer dog præg af, at det
er eksemplerne de har lært fra og når de diskutere er det med udgangspunkt i disse.
Der kommer ingen generelle diskussioner. Eleverne har altså opbygget konceptbillede
for binomial hypotesetest som er mere eller mindre baseret på eksempler. I hvert fald
kan elevernes konceptdefinitioner siges at være opbygget af disse. Gennem eksemplet
oplever eleverne, at de kan forstå fejl arterne i forhold til en hypotese så der er altså
opstået en relationel forståelse hvor eleverne både har akkomoderet ny viden i et nyt
skema omhandlende fejl arter, men ligeledes også har assimileret fejlarterne i det skema
der indeholder viden om hypoteser.
Andet opgavesæt ligger op til en diskussion blandt eleverne og efterfølgende bliver
diskussionen opsamlet. Under gruppediskussionen er der nogle tydelige tegn på, at
eleverne har forstået hvad målet er med en hypotesetest:
Lærer : Ville I acceptere en mønt, hvor 43 udfald var plat?
Elev1 : Nej
Lærer : Hvornår så?
Elev1 : 10% fra 50/50 måske?
Elev2 : Det er 7 plat mindre end 50, det er 14 lavere end krone
Eleverne har et konceptbillede for binomial hypotesetest hvor de er i stand til at diskutere
ud fra. De har endnu ikke nogen ide om hvilke regler der normalt bruges men dette er
heller ikke introduceret endnu. I den videre klassediskussion er der andre grupper der
i langt højere grad har forsøgt at benytte sig af matematik til at udforme et system
hvor fra de kan sige om de vil acceptere eller forkaste en hypotese. Nogle benytter sig
af procent og andre benytter sig af binomial fordelingen og kommer tæt på den rigtige
løsning:
Elev: Vi har prøvet forskellige matematiske begrundelser for det. Vi har sagt, at hvis
vi tager eksperimentet med 100 kast, så vil vi acceptere det indenfor det interval af
basishændelser som har... altså hvis man antager det er rigtigt... som har den mindste
sandsynlighed over 50%, for det indtræffer, også med det der binomial spredning, det vi
er nået frem til er, at chancen for, at få 47 eller 53, er lige over 50%, så vi tager det lige
inden for det interval.
Lærer : Interessant.... Meget stærkt bud.
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Eleverne har været i stand til at tage det vigtigste fra eksemplerne og kombinere
det med den viden de allerede har omkring binomialfordeling. Derudover har eleverne
også selv »opfundet« signifikansniveauet som de dog sætter alt for højt. Man kan sige,
at eleverne har opbygget et færdigt konceptbillede omhandlende binomial hypotesetest,
men at billedet indeholder fejl. Det må antages at eksemplerne har hjulpet eleverne til
at indse dette da der kun har været meget lille teoridel.
2. dag, 1. del
Læreren starter dagen med en kort opsummering af de gennemgået processer og begynder
derefter at fortælle om signifikansniveau. Læreren kommer igen til at præsentere eksemp-
ler sammen med teorien, men benytter i større grad tavlen til at tegne et søjlediagram og
fortælle ud fra dette. Der er stadig ingen spørgsmål fra eleverne. Ordet signifikansniveau
bliver kun indført ved bisætninger og det er derfor ikke sikkert, at eleverne forstår,
at denne proces har det navn. Det betyder dog ikke det store da signifikansniveauet
kun er relevant som proces eller procedure og ikke som begreb. Man kan sige, at så
længe det er binomial hypotesetest der ønskes objektiviseret så er det ligegyldigt at
signifikansniveauet kun er en proces der skal internaliseres. Tager man udgangspunkt i
proceptet så vil signifikansniveauet fungere som et elementært procept i forhold til det
overordnet procept binomial hypotesetest.
Første eksempel bliver præsenteret i forbindelse med, at læreren præsentere accept
og kritisk mængde. Der bliver altså en blanding af eksempel og teori og der er ikke en
stringent opdeling af de to. Teorien vedrørende accept og kritisk mængde skulle først
have været præsenteret efter opgaveregningen. Konsekvensen af, at de to mængder og
signifikansniveauet bliver præsenteret på stort set samme tid er, at eleverne formentlig
ikke når at forstå de to ting som forskellige processer, men i stedet forstår det som en
sammenhængene proces. Det er ikke det store problem da eleverne stadig vil have en
proces som de skal internalisere for at nå en reificering af objektet.
Eleverne har stadig ikke mange spørgsmål, men en elev formår at koble sin viden
omkring fejl af 1. og 2. art med den nye viden omkring accept og kritisk mængde:
Elev: Hvis man får noget, der ligger i den kritiske mængde så kan man risikere at forkaste
det selvom det er rigtigt?
Lærer : Ja
Eleven kobler altså som sagt de to processer hvilket kan tyde på, at eleven er ved at
gennemgå kondenseringsfasen. Dog bliver hypotesen stadig omtalt som »det« og det
kan overvejes om eleven på baggrund af teorien ved hvad det er der skal forkastes.
Ved løsningen af det efterfølgende opgavesæt bærer det præg af, at eleverne tidligere
har lært at man kan beregne sandsynligheder i binomialfordelingen ved hjælp af lomme-
regner. Der refereres til denne proces som værende binomcdf hvilket er den funktion
der skal benyttes på lommeregneren. For at benytte binomcdf skal parametrene n, p
samt X findes og tastes binomcdf(n, p,X) hvilket giver den konkrete sandsynlighed
for den stokastiske variable. Det, at der bare benyttes en funktion på lommeregneren
resultere i, at eleverne i meget lille grad overvejer hvad der egentlig foregår og i ste-
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det bare benytter sig af lommeregneren til at få et resultat. Det er selvfølgelig også
en proces der kan hjælpe til internalisering og kondenseringen, men især til interna-
liseringen eller det som man i forbindelse med procept ville kalde for en procedure tilgang.
Læreren laver efter opgaven en opsamling af de resultater som eleverne har fået. I
opsamlingen er der ikke en større matematisk kontekst og det bliver en ren opsamling
i lommeregner teknik. Dog kan eleverne godt fortælle hvorvidt resultatet viser om
hypotesen skal accepteres eller forkastes. Eleverne har et konceptbillede og de er i stand
til at drage nogle slutninger på baggrund af dette.
2. dag, 2. del
Den anden teoridel som eleverne bliver udsat for tager udgangspunkt i kritisk og accept
mængde. De to mængder blev som sagt præsenteret ved det foregående, men denne
gang indfører læreren formlerne for K1 og K2. Eleverne får tilføjet viden til det skema
der omhandler den kritiske mængde, og acceptmængden. Der opstår igen en blanding af
teori og eksempler og det bliver svært for eleverne at skelne. Eleverne forsøger dog at
koble processerne sammen og der sker altså en yderligere kondensering:
Elev: Så i et produktionssammenhænge, hvis man laver biler eller sådan, også har en
afvigelse der kun er 2%, så er det et udsagn for bedre kvalitet.... eller dårligere?
Lærer : Nej, faktisk ikke, det man kan sige er, at hvis man tager en stikprøve, så skal der
være flere fejl før man ændre sin arbejdsgang.
Læreren præsentere nye informationer uden, at notere dem på tavlen og eleverne
har derfor svært ved at forstå og assimilere eller akkommodere den nye viden. Eleverne
opnår derfor et konceptbillede der har mangler fordi de ikke nødvendigvis når, at re-
gistrere hvad der bliver fortalt. I teoridelen præsenteres også 4 punkter der beskriver
hvordan en binomial hypotesetest udføres. Formålet med disse er, at eleverne får et
overordnet procept omhandlende hypotesetesten med elementære procept som indeholder
de præsenterede processer. De fire punkter bliver dog bare læst hurtigt op og det er
derfor langt fra sikkert, at eleverne har været i stand til at skabe dette overordnet procept.
Læreren vælger at springe andet eksempel over og går i stedet direkte over til andet
opgavesæt. Det vil sige at eksemplet, der skulle give eleverne mulighed for at reificere
objektet bliver spildt. Opgavesættet bliver præsenteret ved, at læreren redegøre for hvad
der er vigtigt i opgaven og hvordan de forskellige parametre kan læses ud af opgaven.
Eleverne kan derfor sagtens løse opgaven, men det forbliver en proces hvor parametrene
er givet på forhånd. Det er tydeligt, at eleverne har nået en kondensering, men på ingen
måde en reificering.
Elev1 : Hvordan ved du hvad der er bedst af 2,5 og 10?
Elev2 : Det er bare tilfældigt, du skal bare vælge en. Normalvis vælger man 5.
Elev1 : Nåhh
Elev2 : Er det ikke bare sådan?
Eleverne kan altså sagtens udfører beregningerne, men processerne er ikke reificeret til
et objekt hvilket ses tydeligt ved, at eleverne ikke er i stand til at se de internaliseret
processer i en sammenhænge. Opgavesættet bliver fulgt af en opsamling, men denne
bliver regneteknisk og støtter ikke en mulig reificering. De spørgsmål der i opgaven ligger
op til diskussion bliver forbigået.
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Eksemplernes funktioner i forløb omhandlende binomial hypotesetest
Der vil i dette afsnit være en analyse og diskussion af de funktioner som eksemplerne
har i forløbet omhandlende binomial hypotesetest. Det kan forstås som en opsamling af
empirien fra forløbet hvilket vil sige, at analyser og argumenter vil tage udgangspunkt i
det præsenterede.
I udførslen af forløbet omhandlende binomial hypotesetest er retningslinierne ikke
overholdt og der er derfor flere steder hvor der ikke er den stringente opdeling mellem
teoridel og eksempeldel. Men det bliver alligevel tydeligt hvilke funktioner eksemplerne
har i forhold til undervisningen og elevernes læring.
Eksemplerne i forløbet skulle ifølge designet give eleverne mulighed for at internalisere
processerne ved at se generelle formler og udtryk i konkrete situationer. Ligeledes skulle
de senere eksempler støtte eleverne i en kondensering og en reificering. I den faktiske
undervisning ser det ud som om det er eksemplerne der hovedsagligt er med til at danne
elevernes konceptbilleder fordi eleverne agere og formulere sig ud fra eksemplerne. På
den måde bliver eksemplerne meget styrende for undervisningen og for den viden som
eleverne opnår. Man kan sige, at eksemplernes funktioner bliver at støtte eleverne i
at forstå den fælles viden der bliver formidlet i teoridelene. Det ses også i forløbet, at
eleverne ved eksemplerne bliver i stand til at personliggøre den fælles viden og fællesgøre
denne ved egne formuleringer. Generelt er binomial hypotesetest, som det præsenteres
på b-niveau meget fattig på »ren« matematik og det er svært at præsentere denne uden
at komme med eksempler hvilket også tydeligt ses i empirien. Det er også med til at
understrege eksemplernes funktioner i forløbet.
I designet af forløbet ligges der vægt på, at der ved mange af eksemplerne skabes
en relationel viden. Dette underbygges af empirien hvor det ses, at eleverne bliver i
stand til at benytte sig af den relationelle viden som opbygges vedhjælp af eksempler.
Eksemplerne giver altså eleverne mulighed for at opbygge en relationel viden af generel
karakter uden, at den generelle relation er præsenteret.
7.4 Klasse nummer tre
Formålet med forløbet er, at eleverne opnår differentialkvotienten af potens, logaritmisk
og eksponentiel funktioner som objekt.
1. dag, 1. del
Læreren starter med at opsummere hvad eleverne i forvejen ved omkring tre trins reglen,
og som der argumenteres for ved begrundelsen for designet så vil elevernes skema der
indeholder viden om tre trins reglen blive reaktivere. Læreren informere eleverne om, at
det er repetition, og eleverne er derved ikke i tvivl om hvad formålet med teoridelen
er. Eleverne får altså ikke oprettet nye konceptbilleder ved teoridelen. Man kan sige, at
eleverne får repeteret det objekt (tre trins reglen) der ligger forud for de objekter der
senere skal reificeres. En enkelt elev har et spørgsmål, som indikere, at eleven ikke har
helt styr på begrebet, men resten af klassen kan svare hende og det kan derfor antages,
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at de fleste andre elever har styr på det.
Den efterfølgende opgaveregning støtter eleverne i at fremkalde deres konceptbillede
omhandlende tre trins reglen. Eleverne har rimelig styr på proceptet omhandlende tre
trins reglen, de har dog visse mangler i forhold til konceptet, og er i tvivl om hvad x
repræsentere:
Elev1 : Hvor fra ved I hvilket tal, x er, skal vi bare tage et vilkårligt tal?
Elev2 : Det vælger du bare selv.
Elev1 : Okay, skal vi bare vælge 4?
Elev3 : Vi skal bruge x0
Det er altså tydeligt at Elev1 ikke har reificeret tre trins reglen og formentlig kun har
en operationel forståelse af den. Derfor vil den præsenterede teori og opgaveregningen
støtte eleven i en kondensering af reglen. De øvrige problemer er regnetekniske såsom
hvornår man kan sætte uden for parentes.
1. Eksempel
Eksemplet kan ses på side 52. Læreren starter eksemplet med at fortælle eleverne, at
pointen nu er, at eksemplet viser tre trins reglen, men med en funktion som eleverne
ikke før har set differentieret. Dette står ikke i forløbet, men er en god ide da det hjælper
eleverne til at forstå, at de nu skal starte på noget nyt. Derudover fortæller læreren
også eleverne, at det er eksponentiel funktionen de skal se på og eleverne er derfor, på
nuværende tidspunkt, klar over hvad de skal lære. Læreren gør det meget tydeligt for
eleverne, at der her er tale om et eksempel som de skal deltage i at løse.
Eleverne deltager aktivt i løsningen af eksemplet og er i stand til at opstille tre trins
reglen. Spørgsmålene går ikke på hverken funktionen eller på tre trins reglen, men går i
stedet på regneregler, blandt andet potens regneregler. Til at undersøge grænsetilfældet
benytter Læreren sig af Maple. Der opstår i dette tilfælde et problem da Maple altid
vil forsøge at have den mindst mulige værdi i logaritmen. I stedet for ln(4) skriver
Maple 2 · ln(2). Det er ikke noget problem for eleverne at indse dette da de sagtens kan
benytte sig af logaritme regneregler. Eleverne er altså i besiddelse af de grundlæggende
kompetencer der gør, at de kan finde regnereglen for differentialkvotienten af eksponentiel
funktioner. Det skal gøres klart, at Maple kun benyttes i situationer hvor eleverne ikke
selv har de nødvendige matematiske færdigheder.
1. dag, 2. del
Læreren følger det designede forløb og går over til, at elever skal løse anden opgavedel.
På grund af tidsmangel instruere læreren elverne i, at de vigtigste opgaver er a,c,e det vil
sige de opgaver der minder mest om det gennemgået eksempel og som mest indlysende
ligger op til de konklusioner der skal drages. Elever får med opgavesættet mulighed for at
benytte eksemplet som manual. Eleverne drager hurtigt forbindelsen mellem opgaverne
og det viste eksempel:
Elev1 : Hvad er det vi skal lave?
Elev2 : Vi skal lave a’eren
Elev1 : Okay
7.4. KLASSE NUMMER TRE 73
Elev2 : og det er det samme som eksemplet, bare med et 10-tal i stedet for et 4-tal
Eleverne ser nemt den procedure der skal til for at finde differentialkvotienten af ekspo-
nentiel funktioner. Man kan altså sige, at de akkommodere et ny skema der indeholder
viden om differentialkvotienten af eksponentiel funktioner, men samtidig assimilere
de også viden i deres skema omhandlende tre trins reglen. Eleverne vil have et kon-
ceptbillede af differentialkvotienten af eksponentiel funktioner, der kun indeholder den
viden, som er kommet af begrebet. Eleverne har processerne og med opgaverne vil de
begynde en internalisering og eventuelt en kondensering af disse. På trods af, at Maple
ændre i resultaterne når resultaterne indeholder logaritmen, så formår nogle elever at
gennemskue, at der er tale om en orden hvis man skriver det på på en bestemt måde.
Det ses blandt andet i den følgende opgave.
Man kan altså snakke om, at eleverne her har gennemgået en kondensering af proces-
serne. Ved procept vil man formentlig sige, at eleverne allerede på nuværende tidspunkt
har opnået et procept hvor proceduren og processen er forstået og de næste skridt vil
formentlig få eleverne til at forstå differentialkvotienten af eksponentiel funktioner som
et helt procept.
Efter opgaveregningen er tiden desværre gået, men læreren laver alligevel en op-
summering af de gennemgået ting. Eleverne er i stand til, uden den store hjælp, at
konkludere hvad den generelle formel er for differentialkvotienten af eksponentiel funk-
tioner. Eleverne har i bredt omfang gennemgået en kondensering og nogen muligvis
også en reificering af objektet. Eleverne har et konceptbilede der indeholder viden
omkring differentialkvotienten af eksponentiel funktioner. Hvorvidt eleverne har en velde-
fineret konceptdefinition er tvivlsomt, men de er i stand til at fortælle hvad de har fundet.
74 KAPITEL 7. PRÆSENTATION OG ANALYSE AF EMPIRISK DATA
2. dag (2. del fra første dag)
Læreren fortsætter med forløbet fra sidste gang og eleverne starter på, at løse den tredie
opgavedel. På den måde får eleverne både en opfriskning af den forrige undervisnings-
gang, men bliver også støttet i at gennemgå en reificering. Dette kan også ses da læreren
samler op på opgaven. Læreren og eleverne har opskrevet tre trins reglen da følgende
dialog opstår:
Lærer : Og hvad er den afledte så?
Elev1 : ex... men det passer da ik
Elev2 : Det passer jo også med den generelle formel vi fandt sidst
Elev1 : Nå ja
Eleverne er hurtigt i stand til at benytte objektet der består af differentialkvotienten af
eksponentiel funktioner.
3. Eksempel
Dette eksempel og design argumentationen kan følges på side 53. Ved det efterfølgende
eksempel bliver elevernes konceptbillede udvidet og de bliver i stand til at finde diffe-
rentialkvotienten af eksponentiel funktioner hvor der også er en konstant i potensen
multipliceret med x. Det er tydeligt, at eleverne tænker i eksempler og når de skal
argumentere for beregninger i det efterfølgende opgavesæt bliver det oftest gjort på
baggrund af eksempler. Man kan sige, at elevernes konceptdefinition er præget af de
benyttede eksempler selv om der har været teoridele. Elevernes procept omhandlende
differentialkvotienten af eksponentiel funktioner er vel udviklet og eleverne har styr på
processer og konceptet bag.
2. dag 1. del
Læreren tager efterfølgende fat på forløbet til dag to, men undlader den første opsum-
mering efter aftale med mig på grund af tidsmangel. Eksemplet, der kan ses på side 54,
tager fat på differentialkvotienten af logaritmiske funktioner og benytter sig af tre trins
reglen. Læreren gennemgår eksemplet og det er tydeligt, at elevernes konceptbilleder
omhandlende tre trins reglen er veludviklet og Læreren vælger derfor også at gennemgå
eksemplet rimelig hurtigt. Eksemplet giver altså eleverne en hurtig manual til at finde
differentialkvotienten af logaritmiske funktioner. Den er dog ikke generel endnu og
eleverne bliver derfor nød til at internalisere og kondensere begrebet.
Ved den efterfølgende opgavedel, er eleverne også i stand til at udregne opgaverne,
men det bliver tydeligt gjort på baggrund af eksemplet. Da tiden er gået bliver der
ikke nået mere og der bliver derfor ikke lavet en opsamling af opgaverne og eksemplet
der skulle støtte elevernes reificering af differentialkvotienten af logaritmiske funktioner
udebliver ligeledes. Dog har eleverne ved hjælp af eksemplet og opgaverne formentlig
internaliseret og muligvis kondenseret processerne.
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Eksemplernes funktioner i forløb omhandlende differentialkvotienten af
eksponentiel, logaritmiske og potens funktioner
Der vil i dette afsnit være en analyse og diskussion af de funktioner som eksemplerne
har i forløbet omhandlende differentialkvotienten af eksponentiel, logaritmiske og potens
funktioner. Det kan forstås som en opsamling af empirien fra forløbet hvilket vil sige, at
analyser og argumenter vil tage udgangspunkt i det præsenterede.
Der er i forløbet tre objekter der skal opnås, desværre opnås de ikke da der ikke er
tid nok. Eleverne når kun rigtigt, at få gennemgået den del af forløbet der skulle hjælpe
eleverne til en reificering af differentialkvotienten af eksponentiel funktioner.
Eksemplerne der gennemgås er alle gennemregnet eksempler, men det er ikke meto-
den der benyttes til beregning i eksemplerne der er interessant, men i stedet resultatet.
Metoden er altså bare en proces for eleverne og det er resultatet der skal opbygge og
udvide elevernes konceptbillede. Internaliseringen af processerne går forholdsvis hurtigt
da eleverne allerede har et konceptbillede omhandlende tre trins reglen og derfor bliver
eksemplernes funktioner hurtigt at støtte kondensering og reificering. Ligeledes hjælper
eksemplerne til at danne et procept hvor eleverne ser tre trins reglen som et elementært
procept for det overordnet procept. Eksemplernes funktioner bliver at fungere som
manualer til opgaveløsning hvilket tydeligt viser, at det er eksemplernes funktion at
udvide og opbygge konceptbillederne. Da de benyttede eksemplerne alle har sammen
metode, men forskellige funktioner vil hver af eksemplerne støtte en relationel viden
mellem skemaet der omhandler tre trins reglen, og skemaet der omhandler funktionstypen.
I forløbet er de begreber det skal objektiviseres ikke særlig store og eksemplernes
funktioner bliver derfor også at tydeliggøre hvilke processer der er relevante for begrebet.
De processer der ligger bag er nogle som eleverne i forvejen kender og derfor vil det ikke
være nyttigt at gennemgå alle sammen, med teoridele.
7.5 Klasse nummer fire
1. dag, 1. del
Forløbets undervisningsmål er som tidligere nævnt, at eleverne skal opnå bestemt integral
som objekt. Læreren følger forløbet og starter med at fortælle, at integration er det
omvendte af differentiation. Eleverne har på dette tidspunkt en stor spørgelyst og et
spørgsmål som
Elev: Hvad hedder det?
da læreren tegner et stiliseret s på tavlen tyder på, at eleverne allerede på dette tidspunkt
er i gang med at opbygge et procept hvor det stiliseret s er symbolet. Læreren kalder
symbolet for integraletegn og eleven godtager dette uden yderligere spørgsmål. Eleverne
bliver i forbindelse med en didaktisk situation præsenteret for de notationer som forløbet
ligger op til. Den største forvirring opstår omkring
∫
f(x)dx = F (x), som er helt nye
notationer for eleverne og de har derfor svært ved at forholde sig til hvorfor de skal lære
om det. I begrundelsen for designet påstås det, at teoridelen har til formål at skabe
et nyt skema hos eleverne, men også koble integration til differentiation. Koblingen
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med integration fungere fint, men koblingen mellem integration og notationen er svær
for eleverne. Koblingen der er lykkedes giver eleverne en relationel viden og de har
derfor allerede en del viden om de processer der foregår ved integration. Der er også
stor spørgelyst da eleverne har fået præsenteret integrationsprøven, og der bliver stillet
spørgsmål som for eksempel:
Elev: Er det formlen?
Lærer : Ja, det er formlen vi arbejder med.
Det er tydeligt, at eleverne har fået oprette et nyt skema der indeholder viden om
integration. De har opnået et konceptbillede med integration som begreb og forsøger at
få mere erfaring til dette konceptbillede.
Den store spørgelyst gør, at det for læreren er svært ikke at komme med eksempler
der kan give elverne en klarhed. Læreren holder dog gang i devolutionen og forsætter
den didaktiske situation uden at komme med eksempler til besvarelse af spørgsmål.
Elev: Hvornår skal vi bruge det?
Lærer : Det skal vi når vi skal kontrollere om en funktion er en stamfunktion
Læreren havde muligvis kunne undgå nogle af disse spørgsmål hvis han havde sagt,
at det var nødvendigt for at forstå hvad integration er.
1. Eksempel
Eksemplet og design argumentationen kan ses på side 57. Ved udførslen af 1. eksem-
pel inddrager Læreren eleverne hvilket vil sige, at han skaber en mere eller mindre
didaktisk/adidaktisk situation. Men da eleverne endnu kun er stødt på notationer og
relationer har de ingen erfaring med integration og det er klart, at deres konceptbillede
ikke er udvidet nok til at udføre integration. Da læreren gennemgår
F (x) = 12x
2 er en stamfunktion til f(x) = x , fordi F ′(x) = x (7.1)
fra første eksempel, udspiller sig følgende dialog:
Elev: Jamen, du har jo bare differentieret
Lærer : Ja, lige præcis, kan du sige hvordan?
Elev: Du smider 2 ned foran også har du x
Lærer : Ja, og er F (x) så stamfunktion til f(x)?
Elev: Ja
Eleven får tydeligt en oplevelse hvor det indses hvad integrationsprøven går ud på. Om
eleven er i stand til at svare på om F (x) er stamfunktion til f(x) fordi eleven faktisk
ved det eller fordi eleven på baggrund af den didaktiske kontrakt regner med, at »ja«
er det rigtige svar er svært at sige. Men det bliver flere gange tydeligt vist, at der hos
eleverne er en relationel forståelse hvor eleverne forstår forholdet mellem differentiation
og integration. Ved eksemplet begynder flere af de ting som eleverne var i tvivl om, at
falde på plads og de fleste elever får opbygget et konceptbillede de kan bruge til noget.
En elev viser blandt andet dette ved:
Elev: Skal det være et F for, at vi må kalde det en stamfunktion?
Eleven viser dog også, at fokus ligger på den symbolske repræsentation og netop dette
giver også læringsvanskeligheder senere i forløbet. Ligeledes begynder eleverne på grund
af eksemplet at få nogle processer til integration, men da disse ikke stemmer helt overens
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med den viden som der findes i deres skema omhandlende differentiation opstår der
tvivl:
Elev: Men er der ikke blevet fjernet.... øøhhmm.... Normalt når vi skal differentiere vil der
være et x bag på... hvis vi skal den anden vej, hvis der skulle stå syv tilbage
Det er ikke helt klart udtrykt, men det er tydeligt, at eleven har indset, at der er noget
med en konstant, som endnu ikke er blevet introduceret. Eleven viser, at processen at
integrere er blevet internaliseret, men, at der stadig er problemer. Man kan også sige,
at det fremkaldte konceptbillede som eksemplet fremkalder endnu ikke er særlig godt
udviklet, men da eleven har en relationel forståelse mellem differentiation og integration
er der en konflikt da han ser, at den samme funktion kan have forskellige stamfunktioner.
Elevens manglende evne til at formulere sig, består i, at konceptdefinitionen hos ham,
endnu ikke er udviklet og det er derfor, at han forsøger at benytte sig af det konceptbillede
han har oparbejdet ved differentiation. Læreren svare ved at bekræfte, at det bestemt
ikke er en forkert tanke som eleven har fat i.
Lærer: Det er nemlig det. Det er det vi fifler med. Når vi skal gå den anden vej [...] vi
skal holde fast i tanken om, at den her (konstanten) forsvinder. g(x) og h(x) er ens, men
G(x) og H(x) er forskellige. Det er det der er lidt specielt.
Til den sidste del af eksemplet spørger læreren eleverne om svaret og er i stand til
at få det fra dem. De eneste fejl som eleverne laver er regnefejl. Elevernes viden er
internaliseret på nuværende tidspunkt og de har forstået hvad der ligger i proceduren,
at integrere. Eleverne har opbygget konceptbillede og er blevet støtte i at opbygge
en konceptdefinition. I begrundelsen for designet antages det, at eksemplet vil støtte
eleverne i en kondenseringsfase det virker dog ikke som om dette er tilfældet men, at
eleverne kun er i gang med en internalisering.
Eksemplet har støttet eleverne i den videre internalisering så de nu forstår integration
som en proces. Derudover har det også hjulpet med en udvidelse af konceptbilledet og
eleverne har fået mulighed for at udvikle en personlig konceptdefinition. Eleverne har
også fået personliggjort noget viden, men har ikke fuldt ud været i stand til at fællesgøre
deres viden. Netop dette underbygger også, at de kun har nået en operativ forståelse
ved internalisering.
Læreren afslutter eksemplet med at opsamle hvad eksemplet har vist i forhold til
teoridelen. Dette var ikke en del af designet, men giver eleverne en god mulighed for at
udvide og udvikle deres konceptbillede.
1. dag, 2. del
I den efterfølgende opgavedel får eleverne opgaver der er i samme stil som eksemplet.
Da eleverne sidder i regnegrupper bliver nogle af deres problemer også fanget. Ved
delopgaven
∫
3dx = 3x− 4 opstår følgende dialog:
Elev: Er der nogen grund til, at der ikke står f(x) under det der (
∫
)... det er måske fordi
det er 3?
Lærer : Præcis
og en lignende situation mellem to elever:
Elev1 : Er det ikke f(x)?
Elev2 : Nej, det er F (x) til venstre
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Elev1 : Jo men F (x) derovre (eleven peger på eksemplet) det er det med alle vores x’er...
du kan godt se...
Der er en længere pause
Elev1 : Okay... Hvis vi kan differentiere f(x), så giver det i hvert fald 3.
Elev2 : Ja... Øh... ja
Elev1 : Så må den være sand.
Eleverne forsøger altså i denne situation at benyttet det konceptbillede de har opbyg-
get til integration og integrationsprøven, men der er fejl og mangler. Det skal pointeres,
at de elever der deltager i dialogen ligger i den dårligere del af klassen. Processen
integrationsprøve er i sin helhed forstået og eleverne ved hvad fremgangs måden er. De
samme elever har, ved de efterfølgende delopgaver også en del problemer, men disse
er hovedsagligt regnetekniske for eksempel 3 · 12 = 1. Andre elever har i deres opgaver
tydeligt vist, at de har forstået hvad integrationsprøven går ud på og hvordan den
benyttes. Dette kan ses i følgende figur.
Elevens opgavebesvarelse minder meget om den fremgangsmåde som eksemplet
bygger på og man kan derfor sige, at elevens konceptbillede er blevet udbygget med
eksemplet. Eleven vil formentlig stadig være i internaliseringsfasen, men vil være tæt på
at komme til kondenseringsfasen da det virker som om, at eleven i større grad forstår
integration som en proces frem for en procedure.
I det efterfølgende teori opstår der et problem da læreren begynder at fortælle, at
(f(x) + k)′ = f ′(x) ved differentiation. Det er ikke forkert hvad læreren siger, men
problemet er, at han samtidig siger, at f(x) er en stamfunktion. I dette tilfælde opstår
der altså en konflikt med elevernes fremkaldte konceptbilleder da eleverne tidligere har
fået af vide, at stamfunktionen hedder F (x). Det skaber endnu større problemer da en
elev spørger:
Elev: Hvad hedder stamfunktionen til f(x) + k så? hedder den F (x) + k?
Læreren forsøger at forklare det igen, men der er stadig spørgsmål og usikkerhed. Som
nævnt i begrundelsen for designet var det meningen, at eleverne i teoridelen skulle have
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assimileret den nye viden om konstanten til skemaet med integration, men i stedet blev
pointerne tabt i forvirringen. Dette viser også, at notationerne har stor betydning i
læringsprocesser.
2. Eksempel
I andet eksempel var det ifølge designet vigtigt, at eleverne skulle have udviklet deres
konceptbillede ved at få en bedre forståelse af konstanten. Eksemplet og design argu-
mentationen kan ses på side 59. Dette sker til dels også, men forvirringen fra teoridelen
er stadig til stede og da eleverne får præsenteret eksemplet opstår følgende dialog:
Elev: Hvad er stamfunktionen i forhold til den blå streg (på grafen)?
Lærer : Hvad den er i forhold til funktionen?
Elev: Ja, hvad bruger man den til?
Lærer : Åh, det er for stort til, at jeg kan svare på det endnu
Elev: Det er bare meget svært at forholde sig til når man ikke ved hvad det er
Lærer : Men det vigtigste er, at i ved, at hvis i integrere f(x) så får i F (x) og differentiere
tilbage til f(x)
Elev: Okay, så funktionen, er lige pludselig den afledte af stamfunktionen?
Lærer : Ja.
Eleven starter med en frustration over hun ikke ved hvad formålet er med det hun
lære, men alligevel formår hun at udvikle en konceptdefinition hvor hun redegøre for, at
funktionen er den afledte af stamfunktionen. Eksemplet fungerede på den måde som
det havde til hensigt. Eleven fik udviklet sit konceptbillede og fik assimileret viden i
sine skemaer omhandlende differentiation og integration. Derved blev den relationelle
forståelse endnu bedre. Eksemplet har formentlig også hjulpet eleven videre til en konden-
seringsfase af integration hvor eleven stadig har en operationel forståelse af integrationen.
Når eleven søger efter et sammenhænge mellem funktion og stamfunktionen skyldes det,
at hun ved, at den afledte funktion beskriver hældningen og hun søger derfor at opnå
den samme viden om integration.
Ved det efterfølgende opgavesæt kan man ligeledes se, at nogen af eleverne ser
integration som det fremadgående i proceptet og differentiation som det tilbagegående:
Elev1 : Så må det give 2x
Elev2 : Hvorfor?
Elev1 : For når man integrere 2 giver det 2x
Elev2 : Nej, der får man da 0
Der er en lang tænkepause
Elev1 : Nej, for hvis du skal differentiere noget, der giver 2, så må det være 2x
Elev2 : Jahh
Elev1 formår både at gøre rede for hvad der er den fremadgående og tilbagegående
proces, men mangler at indføre konstanten. På trods af dialogen har eleven alligevel
det forkerte resultat da hun differentiere i stedet for at integrere dette kan ses i den
efterfølgende figur. Desuden har eleven også fået personliggjort noget af den devoluerede
viden og er i stand til at fællesgøre den igen omend formuleringen er svag.
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I forbindelse med opgavesættet som er løst i figuren opstår der lidt forvirring da
læreren ligger stor vægt på, at man starter indefra og først løser hvad der står i parentesen
og derefter tager næste skridt. Det vil sige, at eleverne blev motiveret til at differentiere
først for efterfølgende at integrere. Så på trods af, at eleverne stort set får snakket sig
frem til det rigtige resultat så løser de opgaven forkert.
2. dag 1. del
Læreren starter med at få eleverne til i grupper at snakke om hvad de husker om
integration. Dette er ikke en del af det designet forløb, men en god ide til at finde ud af
om eleverne har udviklet konceptbillederne eller om det bare var eksemplerne der hjalp
dem igennem.
Lærer : Hvad er integration?
Elev1 : Det er det modsatte af differentiation.
Elev2 : Det er noget med, at man har en stamfunktion... er det F (x)?
Lærer : Ja
Elev2 : også er der noget der hedder integrationsprøven.
Lærer : Hvad handler den om?
Elev2 : Den handler om at differentiere stamfunktionen og se om den giver funktionen,
også er der også det der (
∫
), der viser det er integration.
Elev1 : Der var også noget med et k
Lærer : Ja, det kalder vi en konstant, hvad var det?
Elev1 : Det tal der ikke var x på
Eleverne har tydeligvis tilegnet sig viden omkring integration. Det består dog stadig
ikke af vel udbygget konceptbilleder, men det ses, at eleverne er begyndt at udvikle sin
egen konceptdefinition omhandlende integration. Det er også tydeligt at eleverne har in-
ternaliseret processerne og enten er i gang med eller kan komme i gang med kondensering.
Læreren forsøger efterfølgende at løse en opgave fra sidste undervisningsgang. Dette
går dog ikke efter planen og det ender med at skabe større forvirring end nødvendigt.
Forvirringen opstod ligesom tidligere af, at læreren præsentere f(x) som stamfunktion
hvilket er i modstrid med den viden som eleverne gerne skulle besidde i konceptbilledet.
Ved den første teoridel bliver eleverne forvirret over det bestemte integral som i
modsætning til det ubestemte integral ikke har nogen konstant. Det skyldes, at eleverne
på dette tidspunkt muligvis ikke har lagt mærke til, at det foregående omhandlede
ubestemt integral og derfor opstår der en konflikt med det fremkaldte konceptbillede
når læreren præsentere det bestemte integral. Læreren får dog overbevist eleverne om,
at det giver mening og han gennemgår resten af teoridelen hvor der bliver redegjort for
hvorfor der ikke indgår en konstant.
1. Eksempel
Eksemplet og design argumentationen kan ses på side 60. Læreren begynder at gennemgå
eksemplet og støder hurtigt på småspørgsmål der alle tager udgangspunkt i overgangen
fra det ubestemte til det bestemte integral. Efter det første deleksempel opstår følgende
dialog:
Lærer : Det giver altså 21, det bestemte integral er altså 21
Elev1 : Hvad er det vi har fundet?
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Lærer : Nu har vi fundet det bestemte integral af 7 fra 1 til 4 det er 21
Elev2 : Så er det store spørgsmål, hvad skal vi bruge det til?
Der kommer mange flere spørgsmål i sammen stil som det stillet af Elev2, og da tiden
på nuværende tidspunkt er knap beslutter læreren sig for at præsentere den overordnet
pointe fra 2. eksempel(se side 61 for eksemplet og design argumentationen), som består i
få eleverne til at finde sammenhænget mellem det bestemte integral og arealet under en
funktion. Pointen skulle først komme senere når eleverne i større grad havde kondenseret
integration og herunder bestemt integral. Når den så i stedet kommer for tidligt vil
kondenseringen kun have fundet sted i begrænset omfang og det virker derfor ikke som
en mulighed, at eleverne får reificeret objektet.
Da læreren har tegnet en graf på tavlen, hvor han viser f(x) = 7 og grænserne opstår
følgende reaktion:
Elev1 : Det er arealet
Lærer : 21
Elev1 : Årh
Elev2 : Oh my god, hvorfor 21?
Lærer : Det er en kasse hvor der er 3 her, og den er 7 her, 21
Elev1 : Nu giver det endelig mening.
Pointen går op for flere elever
Lærer : Det er det, det handler om
Elev3 : Men det er vores F (x)
Efterfølgende er der en stemning blandt eleverne hvor der bliver sagt »smart« og andre
lignende ting. Det er tydeligt, at det for mange af eleverne har givet en stor aha-oplevelse,
som har hjulpet med udvidelsen af deres konceptbilledet. Derudover har det også hjulpet
en kondensering i endnu større grad da eleverne nu har et svar på, hvad formålet er,
med undervisningen. Ved gennemgangen af de resterende deleksempler laver læreren en
fejl som eleverne opdager den. Læreren kan ikke se fejlen og eleverne bliver derfor nød
til at argumentere og præcisere hvori fejlen består. På den måde får eleverne støttet en
fællesgørelse af deres viden. Eller man kan sige, at eleverne bliver støttet i udviklingen
af deres personlige konceptdefinition, da de netop bliver nød til at formidle den for at få
læreren til at indse hvori fejlen består.
2. dag 2. del
Opgavesæt nummer 1 som eleverne får udleveret har til formål at støtte den videre
kondensering hos eleverne, men da det ikke var rettet mod det eksempel som læreren
faktisk gav støttede opgaverne ikke pointen der skulle præsenteres i det næste eksempel.
Eleverne har dog helt styr på hvordan integral beregnes og hvad ideen er med det og
man kan derfor sagtens sige, at integrationen har fået sit eget veludviklet procept hvor
der er styr på de fremadgående og tilbagegående processer samt hvad konceptet er.
Nedenfor kan der ses nogle opgaveløsninger og det ses, at eleven ikke har problemer
med integration, men med regneteknik. Eleven oplever ligeledes problemer med
∫
x−1dx,
men dette problem burde selvfølgelig havde været indset ved designet af forløbet da
opgaven ikke ligger inden for det lærte.
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2. Eksempel
Eksemplet og design argumentationen kan ses på side 61. Designet af eksemplet lagde op
til, at eleverne skulle opdage forbindelsen mellem arealberegning under en funktion og
bestemt integral som værende på højere niveau og derved opnå en reificering af bestemt
integral. Denne forbindelse blev i stedet introduceret i forrige eksempel hvor eleverne
derfor ikke var klar til at lave den nødvendige slutning selv og de blev derfor bare
fortalt om det videregående skridt. Det er netop den onde cirkel som Sfard beskriver.
Eleverne ser dog ud til at have internaliseret og kondenseret forbindelsen mellem arealet
og bestemt integral og da læreren starter på at gennemgå eksemplet opstår følgende
dialog:
Elev: Kan vi ikke bare regne arealet med det vi lige har lært?
Lærer : Det kan vi godt, men vi starter med det, rent geometrisk.
og en lignende dialog:
Elev1 : Hvorfor gør vi det ikke bare med det der integral regning?
Lærer : Nu gør vi det lige geometrisk
Elev2 : Og så gør vi det bagefter med integral regning?
Lærer : Ja, og tjekker om det er rigtigt
Eleverne har forstået, at man med det bestemte integral kan finde arealet under
en funktion. Da de skal regne nogle dele af eksemplet bliver det rent regneteknisk og
det har eleverne tidligere vist at de sagtens kan. Nedenstående besvarelse viser også
dette. Men det er tydeligt at eksemplet ikke har hjulpet eleverne til at reificere objektet
bestemt integral og, at de stadig kun har en operationel forståelse af begrebet. Eleverne
har dog et veludviklet procept som de er i stand til at benytte sig af. I begrundelsen for
designet påstås det, at eleverne vil have et procept indeholdende viden om integration
med elementære procepter, bestemt og ubestemt integral. Om elevernes procepter er
bygget op på denne måde kan godt diskuteres da eleverne sandsynligvis vil se integration
og ubestemt integral som værende elementære procepter for bestemt integral. Denne
faktiske opbygning kan skyldes, at det ikke i undervisningen gøres eksplicit, at integration
kan være enten bestemt eller ubestemt.
Elevernes konceptbillede omkring bestemt integral vil formentlig være vel udviklet,
men deres konceptdefinition er stadig svag. Dette ses blandt andet ved den foregående
dialog hvor eleverne ikke præcis kan forklare hvad der skal gøres.
Opgavesæt nummer to nås ikke da der ikke er mere tid tilbage. Dette ville ellers
have støtte den reificering som eleverne skulle have opnået i andet eksempel. Eleverne
ville sandsynligvis have haft nytte af at benytte sig af opgavesættet da det ville have
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hjulpet med udviklingen er deres konceptbillede for det bestemte integral.
Eksemplernes funktioner i forløb omhandlende bestemte integral
Der vil i dette afsnit være en analyse og diskussion af de funktioner som eksemplerne
har i forløbet omhandlende bestemte integraler. Det kan forstås som en opsamling af
empirien fra forløbet hvilket vil sige, at analyser og argumenter vil tage udgangspunkt i
det præsenterede.
I det gennemgået forløb er det tydeligt, at eksemplernes funktioner bliver anderledes
end hvad de var tiltænkt. De præsenterede teoridele sætter ikke en internalisering i gang
hos eleven i så stor en grad som det ellers var intentionen med designet, fordi teoridelene
drukner i notationsforvirring. Derfor bliver eksemplernes funktioner i stedet at støtte
eleverne i internaliseringen og kondenseringen. Eksemplerne kommer på den måde også
til at have en stor betydning for elevernes læring, og for den måde de løser opgaver på.
Man kan sige at elevernes konceptbilleder og konceptdefinitioner hovedsagligt bliver
opbygget af eksemplerne da eleverne ikke forstår hvad teoridelene viser.
I forløbet benytter læreren sig af de præsenterede eksempler til at forklare det ge-
nerelle for eleverne. Det var ikke meningen i forløbet, men på den måde understreger
læreren tydeligt, at eksemplet er nødvendigt for at få eleverne til at forstå det generelle.
Det understreges også yderligere ved, at eleverne hele tiden spørger læreren hvad de
skal bruge det præsenterede til. Netop i denne forbindelse forsøges det, med det sidste
eksempel også at skabe en relationel viden til den virkelighed som eleverne kender. Men
der bliver i stedet fokus på den instrumentale tilgang da forholdet mellem arealberegning
og bestemt integral bliver præsenteret for tidligt.
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8 Diskussion
Der vil i dette kapitel være en række diskussioner med relevans for specialet og pro-
blemformuleringen. Først diskuteres de teorivalg der er gjort i specialet. Dernæst følger
en diskussion af designet af forløbene og af de problemer og overvejelser der har været
i forbindelse med anvendelse af de matematikdidaktiske teorier. Efterfølgende vil der
være en diskussion af de overvejelser der har været omkring design af eksemplerne og
hvorvidt de matematikdidaktiske teorier kan bruges til at designe eksempler. Der vil
også indgå en diskussion af den metode der er benyttet til empiri indsamlingen og af
de omstændigheder der er opstået i forbindelse med indsamlingen. Til slut vil der være
en opsamling og diskussion af eksemplers funktioner og betydning ved formidlingen af
matematik.
8.1 Valg af teori
I specialet er der medtaget to typer af teorier henholdsvis matematikdidaktisk og læ-
ringspsykologisk. Valget af de to teorityper er gjort da det ikke har været muligt at finde
nogle matematikdidaktiske teorier der arbejder med eksemplet som undersøgelsesemne.
De læringspsykologiske artikler der er medtaget beskæftiger sig med læring ved induktion
hvilket kan sidestiles med læring ved eksempler. Der er altså inkluderet to typer af
teorier hvor den ene type beskæftiger sig med matematikdidaktikken, og den anden type
beskæftiger sig med læring ved eksemplerne. Det kan diskuteres om det ikke havde været
nok kun at basere specialet på de teorier der beskæftiger sig med læring ved eksempler.
Teorierne beskæftiger sig dog ikke med didaktiske elementer såsom læringsmål, begrebs-
dannelse og så videre, og derved mangler de vigtige matematikdidaktiske perspektiver.
Det anses derfor som en nødvendighed, at de matematikdidaktiske teorier inddrages
for netop at tydeliggøre de didaktiske omstændigheder ved eksemplers funktioner ved
formidlingen af matematik. Koblingen af de to teorityper giver altså et indblik i eksemp-
lernes funktioner ved formidlingen af matematik og deres betydning for elvernes læring.
Den giver ligeledes mulighed for at benytte den viden der i forvejen findes omkring
eksemplers funktioner og kombinere den med matematikdidaktiske teorier, hvor det er
muligt at nuancere og analysere ud fra de egenskaber matematikdidaktikken besidder.
Indenfor matematikdidaktikken er der valgt forskellige niveauer af teorier. De valgte
teorier har samme interesseområde og favner det meste af det matematikdidaktiske
undersøgelsesdomæne i forbindelse med matematisk begrebsdannelse og undervisning.
Det har været nødvendigt at inddrage de forskellige niveauer for at kunne se hvordan
det ville være muligt at designe eksempler således, at eksemplerne ville støtte elevernes
tilegnelse af matematiske begreber. De forskellige teorier har delvise overlap med hinan-
den på mange områder. De er ikke nødvendigvis enige på de overlappende områder for
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eksempel er der et stort overlap mellem Sfard’s teori omhandlende dualitet ved matema-
tisk begrebsdannelse og Tall’s teori omhandlende procept dog uden, at de er enige om,
hvordan et matematisk begreb læres. Hver teori tilføjer altså ny viden indenfor nogle
dele af matematikdidaktikken, men tilføjer også en alternativ viden i andre henseender.
Det havde været muligt at begrænse omfanget af valgte matematikdidaktiske teorier,
men på den måde ville specialet også have ændret karakter, og det ville være muligt, at
ikke alle egenskaber ved eksemplerne ville være blevet belyst i samme omfang som ved
de valgte teorier.
8.2 Design af forløbene samt de anvendte matematikdidaktiske teorier
I de fire præsenterede forløb er der forskellige niveauer af de begreber som det er
hensigten, at eleverne skal lære. Forløbene behandler så forskellige emner som differen-
tialkvotienter for konkrete funktioner, bestemt integral og binomial hypotesetest. Der
er altså en stor variation i det matematiske indhold inde for det enkelte begreb. Ifølge
Sfard skal eleverne helst have objektiviseret de matematiske begreber før end et nyt kan
læres. Dog åbner hun også op for, at det er muligt, at det ikke altid nås men, at det er
det ideelle hvis eleverne skal have en god matematisk forståelse for et begreb. Problemet
ved dette er, at der i en undervisning er begrænset tid og det er derfor nødvendigt at
sætte en grænse for hvornår et begreb er relevant som objekt eller som proces. Dette
ses tydeligt i forløbet for klasse nummer to hvor blandt andet signifikansniveauet kun
forstås som en proces, der i kombination med andre processer kan reificeres til objektet
binomial hypotesetest.(Beskrevet i afsnit 6.3 på side 47) Benyttes Sfards teori er det
altså en vigtig detalje, at det tydeliggøres hvad der skal fungere som processer og hvad
det skal ende ud i at reificeres.
Procept tilgangen har modsat Sfard den fordel, at procepterne ikke nødvendigvis
optræder i en hierarkisk orden, og elementær procepterne behøver ikke at være speciel
omfangsrige. Dette ses blandt andet i afsnit 4.5 på side 27, hvor »symbolet« 3 + 4 høre
til et procept hvor processen er addition og konceptet er 7. Drages der paralleller til
signifikansniveauet fra forløbet til klasse nummer 2 kan det altså ses som, at signifikans-
niveauet optræder som et elemtært procept i stedet for at blive reduceret til en proces
fremfor et begreb. Hvorvidt Sfards tilgang er bedre end procept tilgangen vil jeg ikke
forholde mig til her, men det er tydeligt, at der kan være fordele ved begge i forhold til
design af eksempler og forløb.
I teorien af Sfard præsenteres den onde cirkel der i al sin enkelhed går ud på, at
den lærende tit er nød til at blive introduceret til et emne af videregående karakter
før end en reificering af et begreb kan finde sted. Ved designet af forløbene ses det, at
det er muligt at designe eksemplerne på en sådan måde, at eleverne bliver introduceret
til det videregående niveau uden direkte at få fortalt, at dette er tilfældet. Dette ses
blandt andet i forløbet for klasse nummer 4 hvor der i det sidste eksempel(kan ses på
side side 61) bliver præsenteret et sammenhænge mellem bestemt integral og arealet
under en funktion som eleverne er med til at opdage. På den måde får eleverne en for-
nemmelse af selv at opdage det videregående niveau og derved bliver reificeringen støttet.
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Ovenstående er en betragtning ud fra designet og som det kan ses i empirien opnår
eleverne ikke reificering af objektet. Det kan skyldes flere ting. Blandt andet blev forløbet
for klasse nummer 4 ikke fulgt ordentligt og derfor blev pointen fra det sidste eksempel
(kan ses på side 61) præsenteret for tidligt i forhold til hvad der var meningen. Men det
kan også overvejes hvorvidt det overhovedet vil være muligt for eleverne at reificere på
den korte tid, som forløbene strækte sig over. Umiddelbart ses det ud af empirien, at
ingen af eleverne har opnået en reificering i nogen af forløbene. Generelt er der flere
perspektiver i dette, blandt andet blev forløbet til klasse nummer to ikke fulgt og forløbet
til klasse nummer tre blev ikke fuldt ud gennemgået. Det er altså svært at sige om
eleverne havde opnået reificeringen, hvis forløbene var blevet fulgt til punkt og prikke.
Sfard betragter selv reificeringen som et kvantespring som kan forekomme når som helst
og derfor kan man sandsynligvis også sige, at eleverne ikke havde opnået reificeringen
selv om forløbene var blevet fulgt nøjagtigt.
Forløbene blev designet til at strække sig over 2 dage. Dette var et valg der blev
truffet for at sikre, at flere lærere ville deltage i specialet og for, at det var muligt at
komme ud til så mange klasser som muligt og derved teste forskellige typer af eksempler.
Der kunne være truffet et alternativt valg hvor der i stedet var blevet brugt længere
tid hos en enkelt klasse frem for kort tid hos en masse. Dette ville muligvis give et
dybere billede af eksemplers funktion i forhold til elevers læring indenfor et emne. Men
som forløbene er designet i specialet er der mulighed for at se på eksemplers funktioner
og betydning i forhold til elevers læring indenfor flere emner. Det giver altså et mere
generelt billede af funktionerne, eller i hvert fald et bredere billede af funktionerne.
8.3 Eksempler designet på baggrund af matematikdidaktiske teorier
Der er i specialet som sagt designet fire forløb til fire forskellige klasser. Som det næv-
nes tidligere i specialet har det været nødvendigt at designe hele forløb fremfor kun
eksemplerne, som ellers er hovedfokus for specialet. Denne anerkendelse er kommet i
forbindelse med kapitel 2 hvor det defineres, at et eksempel kun kan defineres som et
eksempel, hvis konteksten hvori det indgår er klarlagt.
Det kan diskuteres om det ikke havde været muligt i samarbejde med lærerne at
designe eksempler til de forløb som de i forvejen havde tænkt, at eleverne skulle præsen-
teres for. Det havde været optimalt hvis det var muligt at designe eksempler uden at
designe hele forløb. På den måde havde man sikkert kunne vise eksemplernes funktioner
og betydning. Men det blev i forbindelse med designet af forløbene hurtigt tydeligt,
at hvis de matematikdidaktiske pointer skulle frem i eksempler var det nødvendigt at
designe den kontekst hvori eksemplerne skulle indgå. Det skal blandt andet forstås, at
eksemplerne og de omgivende elementer bliver nød til at have samme undervisningsmål.
Man kan altså sige, at designet af eksemplerne ikke kan stå alene, men der bliver nød
til at være en kontekst overvejelse.
Det har været overvejet om det var hensigtsmæssigt at designe eksemplerne med en
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reificering for øje når det kan virke urealistisk at opnå en reificering på så kort tid. Sfard
kalder som sagt reificeringen for et kvantespring og pointere, at det er svært for eleven
at opnå og, at det kan forekomme når som helst. Det at planlægge et kvantespring kan
også være svært og ligeledes kan det være svært at observere hvorvidt det planlagte
leder op til kvantespringet. Man kan dog overveje om det ikke er muligt at designe
eksempler således, at de har et reificeringspotentiale. Betragtes for eksempel det sidste
eksempel til klasse nummer fire (side 61) må det antages, at netop dette har et stort
reificeringspotentiale da det leder eleverne til selv at opdage objektet. På den måde
kan man i stedet for at designe et eksempel med henblik på, at eleverne opnår en
reificering, designe et eksempel der har reificeringspotentiale, hvilket vil sige, at det ikke
nødvendigvis ligger op til en reificering nu og her, men i stedet gør overgangen til den
strukturelle forståelse nemmere på længere sigt.
I forbindelse med designet af eksempler og forløb fremgår det tydeligt, at der på
trods af, at der er benyttet forskellige matematikdidaktiske teorier er visse sammenfald
som tidligere beskrevet. Det kan derfor også diskuteres om det ikke havde været til-
strækkeligt at have et mindre antal teorier. Men det er netop der hvor der opstår en
uoverensstemmelse mellem de forskellige teorier, at det er interessant.
I forbindelse med design af både eksempler og forløb benyttes udtrykkene læringsmål
og undervisningsmål. Det er vigtigt at pointere at de beskriver to forskellige ting, der dog
ligger tæt op af hinanden. Et undervisningsmål kan for eksempel være, at eleverne skal
opnå en viden om bestemt integral, hvorimod læringsmål, beskriver hvordan eleverne skal
opnå dette, for eksempel gennem eksempler, der kan støtte eleverne i en kondensering
af processer.
Som tidligere nævnt er der ingen matematikdidaktiske teorier der arbejder med
eksemplet som undersøgelsesemne og det er derfor nødvendigt at overveje hvorvidt
teorierne overhovedet giver grundlag for design af eksemplerne. Som det ses i specialet
er der både designet forløb og eksempler det skyldes blandt andet, at det ikke er muligt
på baggrund af teorierne kun at designe eksemplerne uden også at designe konteksten.
Det kan antages, at det er muligt, at der kan opstilles teorier der giver grundlag for
dette, men det er som nævnt ikke muligt, at disse teorier udelukkende skulle fokusere
på designet af eksemplerne uden også at fokusere på den kontekst hvori de indgår.
8.4 Metoder og omstændigheder ved indsamling af empiri
Til indsamlingen af empiri er benyttet de metoder der er beskrevet i kapitel 5. Som
nævnt bliver der lavet videooptagelser i alle klasserne. Disse ligger til grund for en stor
del af analysen hvor de benyttes til at gense lærerens formidling og elevernes reaktio-
ner. Videooptagelserne indgår ikke direkte i specialet og der er i alt 12 timers video så
en transkribering ville have et unødvendigt omfang i forhold til den gevinst der ville være.
I forbindelse med indsamlingen af empiri var det meningen, at lærerne skulle benytte
det opstillede forløb og følge de opstillede retningslinier der kan ses i bilag A. Der opstod
8.5. EKSEMPLERNES FUNKTIONER VED FORMIDLING AF MATEMATIK 89
dog flere forskellige situationer hvilket gjorde, at dette ikke altid fandt sted. Ved nogle af
klasserne var forløbene for lange i forhold til hvad der kunne nås og derfor blev forløbene
ikke fuldt ud gennemgået eller også blev de sidste dele gennemgået meget hurtigt og
overfladisk. I andre tilfælde var det tydeligt, at læreren ikke havde sat sig ordentlig ind i
forløbet og retningslinierne. Dette umuliggjorde i nogle tilfælde empiri indsamlingen,
men gjorde også, at visse didaktiske pointer gik tabt. I specialet er analysen af empirien
for klasse nummer et udeladt netop af samme grund.(den fulde begrundelses kan ses i
afsnit 7.2 på side 66)
I specialet var det meningen, at det var lærerne der skulle gennemgå forløbene, men
det blev overvejet hvorvidt det ville give mening selv at undervise. På den måde ville
man være sikker på, at forløbene blev udført korrekt og, at retningslinierne ville blive
overholdt. På den anden side ville det også resultere i, at eleverne skulle vende sig til en
ny lærer og spørgsmålet er om det ville være muligt på de to dage der var til rådighed
pr. klasse.
I retningslinierne ligges det op til, at alt hvad eleverne skal lave i forbindelse med
forløbene skal foregå i grupper. I specialet blev besluttet, at det ikke var nødvendigt
at opstille andre krav til gruppedannelsen end gruppestørrelsen. Det kunne alternativ
overvejes om det ville være nødvendigt at lave gruppeøvelser for på den måde at sikre det
bedst mulige samarbejde i grupperne. Dette blev ligeledes fravalgt både fordi det ikke
har relevans for specialets undersøgelsesdomæne, men også på grund af den begrænset
tid i klasserne.
8.5 Eksemplernes funktioner ved formidling af matematik
Der vil i dette afsnit være en opsummering og en diskussion af de funktioner som ek-
semplerne har haft i forbindelse med udførslen af forløbene. Definitionen af et eksempel,
som er opstillet i kapitel 2 er den definition der benyttes i den efterfølgende diskussion.
1. klasse - Binomialfordelingen
Empiri indsamlingen fra den første klasse er som nævnt i afsnit 7.2 på side 66 udeladt
af speciale da der opstod flere forskellige problemer. Det er derfor ikke muligt at rede-
gøre for de funktioner som eksemplerne havde i forbindelse med forløbet omhandlende
binomialfordelingen.
2. klasse - Binomial hypotesetest
I forbindelse med forløbet til klasse nummer to, omhandlende binomial hypotesetest,
var det ikke alle dele af forløbet og retningslinierne der blev overholdt. På trods af dette
er det alligevel muligt at benytte empirien til at konkludere hvad eksemplers funktioner
er i forbindelse med formidling og læring af binomial hypotesetest. I den indsamlede
empiri ses det, at eksemplernes funktion bliver at støtte eleverne i at opnå en forståelse
af den fælles viden ved at personliggøre den. Dette ses blandt andet ud af den dialog,
90 KAPITEL 8. DISKUSSION
der kan ses på side 70 hvor eleven benytter sig af en af lærerens eksempler. Netop denne
funktion, er i et vidst omfang, givet ud af den definition der er opstillet på, hvad et
eksempel er, og bliver her bekræftet.
Eksemplerne i forløbet støtter hovedsagligt internalisering og kondensering. Eksemp-
lerne formår altså ikke at støtte eleverne i overgangen fra den operationelle forståelse
til den strukturelle forståelse. På trods af dette er det tydeligt, at elevernes viden er
opbygget på baggrund af eksemplerne og som før ses dette ved, at eleverne benytter
sig af de gennemgået eksempler til at formulere sig. Det vil altså sige, at eksemplerne
har formået at udvikle og udvide elevernes konceptbilleder og konceptdefinitioner. I
empirien ses det dog, at eleverne heller ikke, ved de andre dele af forløbet, opnår en
reificering. Man kan altså sige, at eksemplernes funktioner bliver at støtte en udvidelse
og udbygning af elevernes konceptbilleder, og konceptdefinitioner, i stedet for at oprette
nye. Dette kan være interessant, da eleverne altså ved de andre dele af undervisningen
kun opnår en grundlæggende viden, som eksemplerne formår at uddybe.
I forløbene formår eksemplerne også at støtte eleverne i at assimilere viden i flere
forskellige skemaer og eleverne opnår altså en relationel viden. På trods af, at eleverne, i
eksemplerne ikke får præsenteret en generel viden formår de alligevel på baggrund af
eksemplet at opnå en relationel viden af generel karakter. Dette ses blandt andet i den
anden dialog på side 68, hvor eleverne formår at opstille et generelt kriterium. Det er
selvfølgelig klart, at det generelle perspektiv opstår som følge af at der er præsenteret
noget generelt i teoridelene som eleverne så formår at forstå på grund af eksemplerne.
Eksemplernes funktioner er altså, at de skaber en relationel viden af generel karakter.
3. klasse - Differentialkvotienter
I forbindelse med forløbet om differentialkvotienter for forskellige funktioner blev hele
forløbet ikke gennemgået på grund af tidsmangel. Derfor udgik nogle af de eksempler der
skulle støtte eleverne i kondenseringen og reificeringen af nogle af differentialkvotienterne.
Konsekvensen af dette er et mindre empirisk materiale, men da den del af forløbet der
handler om differentialkvotienten for eksponentiel funktioner blev fuldt ud gennemgået
kan der sagtens drages nogle konklusioner.
Eksemplerne i forløbet støtter båden en internalisering og en kondensering dog
bliver internaliseringen hurtigt gennemgået af eleverne da de allerede i forvejen kender
de processer der ligger forud for begrebet. Derfor bliver eksemplernes funktion også
hovedsagligt få eleverne til at kondensere processerne. Dette kan ses ved, at eleverne
nærmest uden problemer kan benytte sig af tre trins reglen. Eleverne opnår aldrig den
reificering som designet ellers stilede imod og som tidligere diskuteret kan det overvejes
om det overhovedet ville være muligt at reificere på så kort tid som forløbene strækker
sig over. Specielt i dette forløb, ses det, at eleverne ikke når dette, da de kun bliver i
stand til at benytte differentialkvotienten operativt. Eksemplernes funktione, er altså at
sætte en internalisering og kondensering af differentialkvotienterne i gang hos eleverne,
dog hovedsagligt en kondensering.
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I det gennemgået forløb er det de gennemregnet eksempler der benyttes og netop
dette gør også at eksemplerne kommer til at fungere som manualer for eleverne. Det at
eleverne benytter eksemplerne som manualer må betyde, at deres konceptbilleder der
indeholder viden omkring differentialkvotienter bliver udvidet og udviklet ved hjælp
af eksemplerne. Eksemplerne skaber ligeledes en relationel viden hos eleverne hvor
der assimileres i forskellige skemaer henholdsvis skemaet der indeholder viden om dif-
ferentialkvotienter og skemaet der indeholder viden om funktionstypen der arbejdes med.
Gennem forløbene hjælper eksemplerne også eleverne med at opbygge nye procep-
ter, som indeholder de forskellige differentialkvotienter. Eksemplernes funktioner er
altså også at støtte en dannelse af procepter. Det kan overvejes hvad disse procepter
vil indeholde. Hvis vi betragter differentialkvotienten for eksponentiel funktionen vil
symbolet være (ax)′ = ax · ln(a), konceptet vil være differentialkvotienten selv og den
fremadgående proces vil formentlig være tre trins reglen. Det er dog ikke sikkert, at
eleverne nødvendigvis har nogen tilbagegående proces og det kan derfor overvejes i
hvilket omfang eleverne har et færdigt procept.
4. klasse - Bestemt integral
I forbindelse med forløbet omhandlende bestemt integral blev stort set hele forløbet
gennemgået, men de sidste to eksempler der var i forløbet som kan ses på side 60 og
side 61 blev ikke præsenteret på den måde det var meningen ifølge designet. Dette
resulterede i, at eksemplet på side 61, der skulle støtte en reificering ikke i undervisningen
fik støttet eleverne i en reificering. Det kan igen diskuteres, om det havde været muligt
eleverne at opnå en reificering på så kort tid. I forløbet skulle netop dette eksempel
introducere eleverne til et emne af videregående karakter, som Sfard mener er nødvendigt
som følge af den onde cirkel. Derfor er det også muligt, at eksemplet faktisk havde været
i stand til at støtte en reificering hos eleverne. I stedet blev eksemplernes funktioner at
støtte eleverne i en internalisering og kondensering.
Ligesom i de foregående forløb, bliver eksemplernes funktioner at udvide og udvikle
elevernes konceptbilleder og konceptdefinitioner. Men på grund af notationsforvirring
under teoridelene bliver eksemplernes funktioner hovedsagligt, at opbygge konceptbille-
derne i stedet. Dette kan ses ud af empirien på side 75 hvor dialogerne tydeligt viser at
eleverne ikke forstår hvad teoridelen betyder. Først da det første eksempel præsenteres
er eleverne i stand til faktisk at opbygge et konceptbillede og en konceptdefinition der
indeholder integration. Derefter er eleverne også i stand til at udvide konceptbilledet
med den tidligere præsenteret teoridel. Det kan diskuteres om teoridelen ikke alligevel
starter opbygningen af et konceptbillede, men det ses tydeligt, at eleverne først forstår
hvad integration betyder når eksemplet bliver præsenteret.
Eksemplernes funktioner er ligeledes at udvikle elevernes procepter. Det kan overvejes
om eksemplerne muligvis kunne have støttet en mere sikker forståelse af hvad der skulle
være elementær procepter for hvad. I designet var det meningen, at proceptet skulle være
»integration«, med de to elemtær procepter »bestemt integral« og »ubestemt integral«,
men i stedet blev »bestem integral« proceptet med elementær procepterne »integration«
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og »ubestemt integral«. Dette skete lige så meget på grund af, at det ikke i designet var
tydeliggjort hvad der var elementær procepter for det overordnet procept. Det havde
måske været muligt at designe et eksempel hvori opbygningen kunne tydeliggøres, og
muligvis havde det været muligt at starte en metakognitiv læring.
I forbindelse med forløbet er nogle af eksemplernes funktioner også at skabe en rela-
tionel viden. Det sidste eksempel, på side 61, adskiller sig ved, at det ikke blot skaber en
relationel viden mellem to matematiske skemaer, men derimod også skaber en relationel
viden mellem et matematisk skema og et dagligdags skema, som i eksemplet er et skema
der indeholder viden omkring cykling. På den måde udnyttes eksemplets muligheder
altså til at fremme elevernes begrebsforståelse ved at relatere det til elementer eleverne
kender fra dagligdagen. Dette er i sig selv en funktion der kan have stor indflydelse på
matematiklæringen.
Generelt
I de foregående diskussioner er eksemplernes funktioner fra de de forskellige forløb
præsenteret og diskuteret. Som det ses er der fælles træk mellem nogle af forløbene,
men det er ikke i sådan en grad, at det er muligt at sige, at eksemplerne har en bestemt
funktion i forhold til de matematikdidaktiske teorier der indgår i specialet. Desuden
er det tydeligt, at eksemplernes funktioner ikke alene kan bestemmes på baggrund af
eksemplet selv, men den kontekst hvori de indgår er med til at bestemme deres funktioner.
Generelt ses det ud af empirien, at eksemplerne har en afgørende funktion og be-
tydning i forhold til formidlingen af matematikken. Ved eksemplerne bliver eleverne
støttet i at vide hvad de skal lære. Det vil sige, at eksemplerne får eleverne til at danne
den genstand som de skal rette deres læring imod. Det er derfor muligt for læreren ved
hjælp af eksemplerne at sætte eleverne ind i det læringsmål der er for undervisningen.
I forløbene er eleverne nogen gange i tvivl om hvad det er de skal lære på trods af
at det er gennemgået i en teoridel. I disse tilfælde forsøger læreren, at forklare tin-
gene ud fra teoridelen, men bliver fra eleverne mødt af et krav om at få præsenteret
eksempler. Dette ses i særdeleshed i forløbet fra klasse nummer fire, omhandlende
bestemt integral, hvor dialogerne på side 76, side 79 og side 80 alle er dialoger hvor
eleverne afkræver eksempler fra læreren. Eleverne har altså også selv en forventning
om, at de først kan forstå matematikken når de får den forklaret med et eksempel. På
den måde kan man også sige, at eleverne kræver eksempler for at forstå hvad de skal lære.
Indenfor den kontekst som eksemplet designes til er det vigtigt at overveje lærings-
målet. Læringsmålet har stor indflydelse på hvad eksemplets funktion bliver. Sweller
m.fl. beskæftiger sig blandt andet med gennemregnet eksempler, men præsentere ikke et
konkret læringsmål og konstatere derfor generelt, at gennemregnet gør eleverne bedre
til matematik. Netop dette forkaster han også i senere artikler hvor han konstatere, at
elever på højere niveau ikke har nogen fordel af gennemregnet eksempler. Havde der
været benyttet matematikdidaktiske overvejelser havde denne konklusion formentlig
kunne drages på et tidligere stadie ved læringsmåls overvejelser.
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Som sagt er der god grund til at mene, at eksemplet har afgørende betydning for
formidlingen og læringen af matematik. Det er tydeligt vist her i specialet, men det er
også en anerkendelse man må antage at andre er kommet frem til. I forbindelse med
formidling af matematik, er det almindeligt at benytte eksempler til at lette læringen.
Det ses blandt andet i meget af det undervisningsmateriale der benyttes i matematik
undervisning hvor eksempler udgør en stor del. Der er altså god grund til at mene, at
eksemplet har mange vigtige udbyggende funktioner når elever skal lære matematik.
Alligevel er der som tidligere nævnt ikke udført nogen matematikdidaktisk forskning
med eksemplet som undersøgelseselement. Det virker mærkeligt når det åbenbart er
alment kendt, at eksemplerne har funktioner der letter læringen. Der er ingen tvivl om,
at yderligere forskning på dette område også ville have stor betydning for den måde
som læreren vil være i stand til at styre elevernes læring af matematik.
Man kan på baggrund af de foregående diskussioner sige, at eksemplet er med til at
sprede det undersøgelsesdomæne ud, som eleverne arbejder indenfor. Men det er muligt
at dette både kan have negative og positive konsekvenser. Hvis man benytter sig af en
tredeling til design af eksempler bestående af; genstand, succes og repræsentation kan
man analysere de konsekvenser som eksemplet kan have i forhold til elevernes læring.
Først og fremmest skal der vælges en genstand som eksemplet skal beskæftige sig med
denne genstand kan selvfølgelig variere i omfang på samme måde som det ses i de
designede forløb. Derudover skal der også vælges et eller flere succeskriterier som kan
gøre klart hvornår eksemplet har repræsenteret genstanden i tilpas omfang så eleverne
har opnået den ønskede læring. Når disse to ting er fastlagt skal det vælges hvordan
eksemplet repræsentere de to foregående ting. Hvis vi tager fat på et af de designede
eksempler vil det se ud på følgende måde. Eksemplet der benyttes kan ses på side 60.
Genstanden er beregning af bestemte integraler succeskriteriet er at eleverne bliver i
stand til at beregne bestemte integraler, altså, at de bliver i stand til at benytte sig af
processen, og dette kan repræsenteres ved eksemplet.
Hvis ikke der er overensstemmelse mellem genstanden og de succeskriterier der er
opsat i forbindelse med designet af eksemplerne kan det som nævnt tidligere afspore
læringsprocessen. Succeskriterierne kan variere og det er ikke kun læreren der har
succeskriterier, men elever kan også have succeskriterier. Succeskriterierne kan betragtes
som læringsmålet med det enkelte eksempel og har læreren og eleverne ikke det samme
læringsmål kan eksemplet have en negativ virkning på elevernes læring. Betragtes
eksemplet fra før, på side 60 ses det, at dette er et gennemregnet eksempel lærerens
intention er altså tydeligvis, at eleverne skal lære at beregne bestemte integraler. Men
har eleverne i stedet et succeskriterium der er, at de skal lære en grafisk repræsentation
af eksemplet, så vil eksemplet slå fejl.
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9 Konklusion
Der har i specialet været benyttet to typer af forskning, henholdsvis matematikdidaktisk
og læringspsykologisk. Af de to typer har det kun været de læringspsykologiske der
i forvejen har beskæftiget sig med eksemplets funktioner og betydning i forhold til
læring af matematik. Det er almindeligt, at matematik formidling i høj grad støttes af
eksempler blandt andet i lærebøger, undervisning og lignende. På trods af dette har det
ikke været muligt at finde matematikdidaktisk forskning der har haft eksemplet som
undersøgelsesobjekt. Eksemplets funktion og betydning ved formidlingen og læring af
matematik må altså siges at være underbelyst i den matematikdidaktiske forskning.
I specialet er der på baggrund af matematikdidaktiske teorier designet fire forløb
af to dages varighed på i alt 4 lektioner. Forløbene er designet til fire forskellige klasse,
henholdsvis en a-niveau klasse og tre b-niveau klasser. Det har ikke været muligt på
baggrund af teorierne at designe eksemplerne uden også at designe den kontekst hvori
de indgik, og netop derfor er det hele forløb der er designet. Ved designet af forløbene
blev hovedvægten lagt på designet af eksemplerne og det viste sig, at det var muligt at
ligge de væsentlige matematikdidaktiske pointer og udfordringer i eksemplerne fremfor i
de andre dele af undervisningen. Det kan derfor konkluderes, at det er muligt at designe
eksempler der er baseret på matematikdidaktiske teorier og som støtter elevernes læring.
Det kan dog ikke gøres uden ligeledes at designe den kontekst hvori eksemplerne indgår
og herunder er læringsmålet specielt vigtigt da dette også afgør hvorvidt eksemplet
kvalificere til at være et eksempel. Det kan ligeledes konkluderes, at det er muligt på
baggrund af matematikdidaktiske teorier at designe forløbene og eksemplerne således,
at eksemplerne bliver styrende for undervisningen og læringen.
Med udgangspunkt i de fire designede forløb blev der indsamlet empiri omhandlende
eksemplets funktion og betydning i undervisningen og i forhold til elevernes læring.
På grund af problemer ved empiri indsamlingen (beskrevet i afsnit 7.2 på side 66) var
det kun muligt at benytte den indsamlede empiri for tre af klasserne. Der er altså et
empirisk grundlag for de følgende konklusioner, men på grund af det forholdsvis lille
empiriske grundlag er det ikke sikkert at konklusionerne kan betragtes som værende
generelt gældende. Dog kan følgende konkluderes:
Generelt gælder det, at eksempler har en afgørende betydning i forhold til formid-
lingen og læringen af matematik. Uanset hvordan eksemplerne er designet vil de altid
forme elevernes læring ved at styre elevernes læringsmæssige fokus og ved at formidle
kriterierne for hvornår eleverne har opnået den rigtige forståelse. Eleverne bliver altså i
stand til at vide hvad de skal lære og hvornår de har lært det. Eleverne efterspørger
også eksempler i forbindelse med undervisningen da de selv har en forventning om,
95
96 KAPITEL 9. KONKLUSION
at de, efter at have set og arbejdet med eksemplerne, så kan forstå matematikken.
Eksemplerne har også en central funktion i matematikundervisningen hvor de hurtigt
bliver genstand for lærerens undervisning som hjælpemiddel til at eliminere eventuelle
forståelsesvanskeligheder og lignende. Derudover viser forløbene også, at det er muligt,
ved hjælp af matematikdidaktiske teorier, at designe eksempler på en sådan måde, at
specifikke læringsmål fremmes. Det er derfor af stor betydning, at læreren er i stand til
at designe og analysere eksempler sådan, at der benyttes de korrekte eksempler til at
fremme de konkrete læringsmål. Gøres dette ikke er det muligt, at der sker en afsporing
af læringsprocessen.
Ud fra de tre forløb er det muligt, at drage konklusioner, der vedrører eksemplernes
funktioner ved formidling og læring af matematik. Ved hver af forløbene er der observeret
forskellige funktioner som er gennemgået nedenfor.
På baggrund af empirien fra forløbet omhandlende binomial hypotesetest kan det
konkluderes, at eksemplernes funktioner er at;
• støtte eleverne i en internaliserings- og kondenseringsfase
• støtte en udvikling og udbygning af elevernes konceptbilleder og konceptdefinitioner
• støtte eleverne i at få en relationel forståelse af generel karakter
På baggrund af empirien fra forløbet omhandlende differentialkvotienter for eksponentiel
og logaritmiske funktioner kan det konkluderes, at eksemplernes funktioner er at;
• støtte eleverne i en internaliserings- og kondenseringsfase dog hovedsagligt konden-
seringsfasen da nogle af processer i forvejen er internaliseret
• støtte eleverne i at danne procepter ved at præsentere processer, symboler og
koncepter
• støtte en udvikling og udbygning af elevernes konceptbilleder
• støtte eleven i at få en instrumentel og relationel forståelse
På baggrund af empirien fra forløbet omhandlende bestemt integral kan det konkluderes,
at eksemplernes funktioner er at;
• støtte eleverne i en internaliserings- og kondenseringsfase
• støtte eleverne i at danne elementære procepter og et overordnet procept indehol-
dende de elementære procepter
• støtte en opbygning, udvikling og udbygning af elevernes konceptbilleder
• støtte eleven i at få en instrumentel forståelse, men også en relationel forståelse
mellem skemaer indeholdende matematisk viden og dagligdags viden.
Som det kan ses er der visse sammenfald mellem eksempler funktioner i de tre forløb.
Det kan derfor på baggrund af den indsamlede empiri konkluderes, at det generelt
gælder, at eksemplers funktioner er, at udvikle og udbygge elevers konceptbilleder.
Ved designet af forløbene har det været forsøgt at designe eksempler der skulle støtte
eleverne i at opnå en reificering. Det viste sig dog via empirien, at det ikke var muligt
for eleverne at opnå en reificering. Det kan derfor konkluderes, at det ikke er muligt at
designe eksempler der skal få eleverne til at opnå en reificering, men at det er muligt
at designe eksempler der har et reificeringspotentiale. Det vil sige, at eksemplet ikke
nødvendigvis ligger op til en reificering nu og her, men i stedet gør overgangen til den
strukturelle forståelse nemmere på længere sigt.
10 Perspektivering
Det er i specialet tydeligt vist, at eksemplet har en stor betydning for formidlingen af
matematik. Der er som tidligere nævnt ikke før udført matematikdidaktisk forskning der
fokusere på eksemplets funktioner i forbindelse med formidlingen og hvilken betydning
det har i forhold til elevernes læring af matematik, og selv om specialet netop drager
nogle konklusioner indenfor dette må det antages som værende de første spæde skridt.
Der er stadig meget arbejde indenfor specialets undersøgelsesdomæne, og et projekt med
et langt større omfang ville yderligere tydeliggøre nogle af de konklusioner som drages i
specialet.
Man kunne forestille sig, at der ved yderligere arbejde ville være mulighed for at
lave et eksempel kategoriseringssystem således, at det kunne være muligt at bestemme
eksemplets didaktiske egenskaber ud fra eksemplets karakteristika. Dette ville dog kræve
mere empiri end hvad det er muligt at tilvejebringe på i forbindelse med et semester
projekt.
Specialet favner bredt og der drages konklusioner der er baseret på fire forløb med
fire forskellige emner. Specialet opnår altså en eksemplaritet der generelt omhandler
eksemplers funktioner ved formidling af matematik. Det kunne være muligt at reducere
undersøgelsesdomænet til, for eksempel, kun at omhandle eksemplers funktioner ved
formidling af integration. På den måde ville projektets omfang blive reduceret, men
man kan tænke sig, at det i større omfang ville være muligt at drage flere generelle
konklusioner inden for det mindre undersøgelsesdomæne.
I specialet er der i kapitel 3 lavet reviews af nogle artikler og undersøgelser der
beskæftiger sig med de læringspsykologiske perspektiver der kan være ved at benytte
gennemregnet eksempler i matematikundervisningen. Det kunne være interessant at ana-
lysere disse undersøgelser grundigt med et matematikdidaktisk perspektiv og herunder
grundigt undersøge de fordele og ulemper de selv når frem til i deres undersøgelser. I
forbindelse med reviewet, ses det, blandt andet, at de selv oplever anomalier i forbindel-
se med deres undersøgelser. Hvis der benyttes matematikdidaktiske teorier kan disse
anomalier virke umiddelbare og netop derfor kan det være interessant at undersøge om
der er andre perspektiver ved undersøgelserne hvor matematikdidaktikken kan give svar,
eller omvendt
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A Bilag - Retningslinier for forløb
Retningslinierne beskriver hvordan du som lærer skal forholde dig under forløbet og
hvordan forløbet kommer til at skride frem.
Forløbet vil være delt op i 3 elementer, henholdsvis; Præsentation af teori, Præsen-
tation af eksempel og Opgaveregning.
• Præsentationen af teori skal forløbe som det plejer i undervisningen eleverne må
gerne stille spørgsmål og læreren må gerne svare. Jeg vil give forslag til den teori
der skal præsenteres og som vil lede op til eksemplerne. Teoripræsentationen må
gerne udbygges eller ændres så den passer til elevernes niveau dog skal det stadig
være en teoripræsentation, og ikke et eksempel.
• Præsentation af eksempel tager udgangspunkt i de eksempler som jeg levere.
Eksemplerne kan godt indeholde elementer hvor eleverne skal deltage aktivt, men
det vil være tydeligt pointeret. Læreren skal forsøge at svare på spørgsmål ved at
returnere et spørgsmål og i denne fase skal det helst være et lukket spørgsmål(ja/nej-
spørgsmål). Spørgsmålet skal gerne tage udgangspunkt i eksemplet.
• Opgaveregning skal foregå i grupper hvor eleverne skal have en dialog omkring
opgaveløsningen. Lærerens opgave er at stille åbne spørgsmål (hv-spørgsmål), for
at sikre dialogen mellem eleverne (Læreren må også gerne gå dybere i dialog med
eleverne). Hvis nogle elever ikke kan komme videre med en opgave kan læreren
stille lukkede spørgsmål, men hvis det ikke løser problemet må eleverne gerne
springe opgaven over. Læreren må også gerne fører en dialog med eleverne i de
enkelte grupper omkring deres resultater. Opgaverne vil blive leveret af mig og
efter hver opgaveregning skal der noteres navn på opgaveløsningen og de skal
indsamles.
Jeg vil levere følgende: forslag til teoripræsentation, eksempler og opgaver. Materialet
vil være opstillet i kronologisk rækkefølge som helst skal følges. Som det nævnes skal
eleverne såvidt muligt arbejde i grupper sammensætningen af grupperne er underordnet,
men gruppestørrelsen skal være på 2-4 personer. Eleverne skal orienteres om, at det er
vigtigt med en dialog i forhold til opgaveløsningen og, at dialogen både har et indlærings
formål, men også det formål at deres "tanker"kan optages på video.
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B Bilag - Mail til Gymnasielærere
Hej.
Mit navn er Jacob Hasemann og jeg er speciale studerende på Matematik på RUC.
Jeg skriver om eksemplets funktioner ved formidling af matematiske begreber og jeg
har den hypotese at eksempler spiller en stor rolle i dannelsen af elevernes begrebsfor-
ståelse. Specialet skal være såvel teoretisk som empiriske og jeg skal i løbet af specialet
indsamle data fra undervisning og elevarbejde i matematik fra 4-6 klasser, og det er
derfor jeg skriver til dig.
Observationerne af undervisningen skal omfatte arbejde med nogle særlige eksempler
som jeg udarbejder. Det skal naturligvis foregå i overensstemmelses med din lærerplan
således at du kan anvende eksemplerne i forbindelse med dit almindelige undervisnings-
forløb. Ved at give forskellige klasser eksempler af forskellig karakter og undersøge deres
arbejde med relaterede opgaver håber jeg på at kunne drage nogle konklusioner angående
eksemplernes betydning.
Min plan er at indsamle data i januar og noget af februar (uge 2, 3, 4, 5, 6, 7). Her
vil jeg være til stede den eller de undervisningsgange hvor eksemplerne gennemgås og
optage hele forløbet.
Mit ønske er, at data indsamlingen helst skal forgå på hold der har matematik A
eller Matematik B.
Hvis du kunne have lyst deltage i dette vil jeg rigtig gerne hører fra dig. Du må gerne
svare igen på denne mail med; dit navn, din arbejdsplads, beskrivelse af dine matematik
hold, og hvilket emne du beskæftiger dig med i de ovenstående uger.
Jeg ser frem til at høre fra dig.
Venlig hilsen
Jacob Hasemann
Tlf.: xx xx xx xx
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C Bilag - Undervisningsforløb
C.1 Klasse nummer et, dag 1
1. Teoridel
Definition:
En forsøgsrække kaldes et binomialforsøg, hvis følgende betingelser er opfyldt:
(Carstensen m.fl. (2009a) side 217)
• Hver gentagelse af forsøget har netop to udfald: succes eller fiasko.
• Sandsynligheden p for succes (og 1 − p for fiasko) er ved hver gentagelse den
samme.
• Udfaldene ved hver gentagelse er uafhængige af tidligere og senere gentagelser.
Et basiseksperiment E udføres n gange uafhængigt af hinanden. Vi interes-
serer os for, om en bestemt hændelse H indtræffer eller ej. Med X betegnes
det antal gange, resultatet bliver denne basishændelse H. Da er X en stoka-
stisk variabel, der kan antage værdierne 0, 1, 2, ...n − 1, n. Idet p betegner
sandsynligheden for basishændelsen, siges X at være binomialfordelt med
antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p. Parameteren p kaldes også
basissandsynligheden.
(Clausen m.fl. (2006a) side 158)
1. Eksempel
Vi tager udgangspunkt i, at man i et forsøg lukker tyve mennesker ind i et rum, en ad
gangen. Man bestemmer ikke om det er en mand eller ikke en mand der kommer ind
det er altså helt tilfældigt. Sandsynligheden for, at der kommer en mand ind svare til
1 minus sandsynligheden for, at der kommer en ikke mand og er den samme ved alle
forsøg. To følgende personer er uafhængige så hvis den første er en mand kan vi ikke
sige noget om den næste. Vi kan altså kalde det for et binomialforsøg.
Basis eksperimentet er, at man lukker en person ind og ser om det er en mand eller ikke
en mand. Basishændelsen vil være, at det er en mand. X vil betegne antallet af mænd
efter der er lukket 20 personer ind. X kan altså være mellem 0 og 20.
1. Opgavedel
Find på to eksperimenter hvor man kan snakke om et binomialforsøg. Ved de to eksperi-
menter skal basis eksperimentet beskrives herunder basishændelsen, antal parameter og
105
106 APPENDIKS C. BILAG - UNDERVISNINGSFORLØB
hvis det er mulig sandsynlighed parameteren.
1. Opsummering
Elevernes ideer til eksperimenter opsamles.
2. Eksempel
Hvis vi har en terning som vi kaster 6 gange så kan vi tælle hvor mange 3’ere der har
været ved de 6 slag. Vores basiseksperiment er altså om en terning viser en 3’er eller
ikke en 3’er. Basishændelsen er, at der kommer en 3’er og X vil være den stokastiske
variable der beskriver antallet af 3’ere i de 6 kast. Hvis de 6 kast gentages kan vi notere
hver gang en X-værdi fremkommer. Efter 13 gentagelser kan vi altså have et skema der
ser ud på følgende måde:
X 0 1 2 3 4 5 6
antal 3 5 3 1 0 1 0
og dette kan vi så sætte op som søjlediagram
2. Opgavedel
Basiseksperimentet er et terningkast hvor hændelsen enten kan være en 6’er eller ikke
en 6’er. Basishændelsen er, at det bliver en 6’er. I stedet for at kaste 1 terning 12 gange
benyttes 12 terninger som kastes 1 gang. X skal angive det antal 6’ere som bliver slået
med de 12 terninger.
1. Kast de 12 terningerne så mange gange som muligt på 15 minutter og angiv i et
skema hvor mange gange de forskellige stokastiske værdier (X) er fremkommet.
2. Når nr. 1 er gennemført opstilles n som er antalsparameteren
3. Der opstilles et søjlediagram over de fundne værdier.
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2. Opsummering
Grupperne tegner deres søjlediagrammer på tavlen og det diskuteres hvordan de ser ud.
Det skal pointeres, at der burde være en overvægt ved X = 2.
3. Eksempel
Et udfald med X = 2 betyder at der på en eller anden måde er to 6’ere blandt de 12
terninger. Hvis vi beskriver hændelse med en 6’er som sand og en ikke 6’er som falsk
kan et udfald med X = 2 hedde:
FFFFSFFFSFFF (C.1)
Eleverne inddrages nu.
Sandsynligheden for at slå en 6’er (sand) er 16 , sandsynligheden for at slå en ikke 6’er
(falsk) er 56 , eller 1− 16 .
3. Opgavedel
1. Hvad er sandsynligheden for, at udfaldet der hedder FFFSFFFFSFFF bliver
udtrukket?
2. Hvad er sandsynligheden for, at udfaldet der hedder FFSFSFFFSFFF bliver
udtrukket?
3. Hvad er sandsynligheden for, at udfaldet der hedder FFSFSSFFSFFF bliver
udtrukket?
4. Hvad er sandsynligheden for, at udfaldet der hedder SSSFSSFSSSFF bliver
udtrukket?
3. Opsummering
Grupperne skal fortælle hvordan de har gjort, og det skal konkluderes, at man kan
skrive: (
1
6
)r
·
(
5
6
)n−r
(C.2)
3. Teoridel
p kaldes for sandsynlighedsparameteren, hvilket vil sige sandsynligheden for basishæn-
delsen. Derved kan sandsynligheden for et bestemt udfald skrives som:
(p)r · (1− p)n−r (C.3)
hvor n er antalsparameteren og X = r.
4. Eksempel
Hvis vi får af vide, at 2 ud af de 12 terningkast er 6’ere, så kan vi altså udregne
sandsynligheden for det bestemte udfald FFFFFSFFSFFF , men de to 6’ere behøver
ikke nødvendigvis at optræde i den rækkefølge i udfaldet. Et andet udfald hvor X = 2
kan være FFSFFFFFSFFF .
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4. Opgavedel
1. Hvor mange forskellige udfald kan der være hvor X = 2?
2. Hvor mange forskellige udfald kan der være hvor X = 3?
3. Hvor mange forskellige udfald kan der være hvor X = 7?
4. Teoridel
Elevernes metoder opsamles og diskuteres.
Antallet af r-mængder der kan udtages fra en n-mængde, er givet ved:
K(n, r) = n!
r! · (n− r)! (C.4)
(Nielsen m.fl. (2009) side 280)
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C.2 Klasse nummer et, dag 2
1. Opsummering
Sidste gang arbejdede vi med 12 terninger som blev kastet en gang. Vi fandt ud af, at
vi kunne skrive: (
1
6
)r
·
(
5
6
)n−r
(C.5)
For at finde sandsynligheden for et bestemt udfald. Som det sidste opfriskede vi, at
hvis vi kaster en terning 12 gange og 2 af dem er 6’ere så kan vi finde ud af hvor mange
forskellige kombinationer der er:
Antallet af r-mængder, der kan udtages fra en n-mængde, er givet ved:
K(n, r) = n!
r! · (n− r)! (C.6)
1. Eksempel
Hvis vi tager fat på opgaverne fra sidste gang så har vi altså n = 12 da vi kaster med
12 terninger. Vi vil gerne finde sandsynligheden for at X = 2 hvilket vil sige, at det er
ligegyldigt i hvilken rækkefølge som 6’erne og ikke 6’erne kommer i bare der er to 6’ere.
Vi kan regne sandsynligheden for et bestemt udfald (altså en bestemt rækkefølge):(
1
6
)2
·
(
5
6
)10
≈ 0.00449 (C.7)
Vi kan også finde ud af hvor mange udfald der findes hvor X = 2:
K(12, 2) = 12!2! · (12− 2)! = 66 (C.8)
Vi ved derfor, at der kan opstå 66 forskellige kombinationer hvor X = 2. For hver af
disse kombinationer hvor X = 2 er sandsynligheden 0, 004499. Multipliceres disse to tal
vil vi altså få sandsynligheden for, at X = 2.
P (X = 2) = 0, 00449 · 66 = 0, 2963 (C.9)
Sandsynligheden for, at vi får to 6’ere er altså 0, 2963.
1. Opgavedel
1. Udregn sandsynligheden for X = [0, 1, 3, 4, ..., 11, 12]
2. Tegn et Søjlediagram med de udregnet sandsynligheder
3. Opstil en generel formel til udregning af sandsynlighederne
2. Opsummering
Resultaterne fra opgave 1 og 2 noteres på tavlen. Forslag til opgave 3 noteres ligeledes.
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2. Teoridel
Eleverne inddrages i det følgende:
Vi fandt tidligere ud af, at når
1. p er sandsynlighedsparameteren,
2. n er antalsparameteren
3. r er antallet af sandt
så kunne vi finde sandsynligheden for et bestemt udfald ved:
(p)r · (1− p)n−r (C.10)
Vi fandt også ud af, at antallet af kombinationer med X = r, kunne skrives som :
K(n, r) = n!
r! · (n− r)! (C.11)
Når disse to formler blev multipliceret med hinanden fandt vi hele sandsynligheden for,
at X = r. Vi kan altså opstille en generel formel der hedder:
P (X = r) = n!
r! · (n− r)! · (p)
r · (1− p)n−r (C.12)
2. Eksempel
1) Sandsynligheden for at vinde et bestemt spil er 0, 35. Spillet spilles 20 gange. Med X
betegnes antallet af vundne spil. Hvor stor er sandsynligheden for at vinde spillet 8 gange?
Først skal vi tænke over hvorvidt binomialfordelingen er den rigtige fordeling at be-
nytte. Hver hændelse i forsøget har netop to udfald; succes eller fiasko. Sandsynligheden
for fiasko er 1− sandsynligheden for succes og er den samme ved alle spillene. Udfaldene
er uafhængige. Det vil altså være korrekt at benytte en binomialfordeling.
Vi ved, at sandsynlighedsparameteren p er 0, 35, p = 0, 35
Vi ved også, at antalsparameteren n er 20, n = 20
Og til sidst ved vi, at antallet af successer r er 8, r = 8
Det er altså bare at benytte formlen for binomialfordelingen, og sætte ind:
P (X = 8) = 20!8! · (20− 8)! · (0, 35)
8 · (1− 0, 35)20−8 = 0, 1614 (C.13)
Sandsynligheden for at vinde spille 8 gange er altså 0, 1614
2) I en klasse på 25 elever regner man med, at sandsynligheden for, at en person har
fødselsdag i december er 112 . Hvad er sandsynligheden for, at 4 personer har fødselsdag i
december? Ved hvilket antal personer er sandsynlighed størst?
Igen skal vi først tænke over hvorvidt binomialfordelingen er den rigtige fordeling
at benytte. Hver hændelse i forsøget har netop to udfald; succes eller fiasko. Sandsyn-
ligheden for fiasko er 1− sandsynligheden for succes og er den samme ved alle spillene.
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Udfaldene er uafhængige. Det vil altså være korrekt at benytte en binomialfordeling.
Vi ved, at sandsynlighedsparameteren p er 112 , p =
1
12
Vi ved også, at antalsparameteren n er 25, n = 25
Og til sidst ved vi, at antallet af successer r er 4, r = 4
P (X = 4) = 25!4! · (25− 4)! · (
1
12)
4 · (1− 112)
25−4 = 0, 0981. (C.14)
Sandsynligheden for, at præcis 4 elever har fødselsdag i december er altså 0, 0981
Til besvarelsen af spørgsmål nummer to kan der laves et søjlediagram, men der kan
også bare udregnes værdier for sandsynlighederne. Her ses et udsnit P (X = 3) = 0, 1963,
P (X = 2) = 0, 2816 og P (X = 1) = 0, 2581. Sandsynligheden er altså størst for, at der
er 2 personer der har fødselsdag i december.
2. Opgavedel
1) En symmetrisk terning kastes 10 gange og vi betragter følgende hændelser:
a) Vi får præcis 4 5’ere.
b) Vi får netop 6 gange et øjental, der højst er 2.
c) Vi får slet ingen 6’ere.
Angiv for hver hændelse parametrene n og p og forklar, hvad succes og fiasko
kan stå for. Bestem derefter sandsynlighederne for hændelserne.
2) En symmetrisk terning kastes 5 gange, og følgende hændelser betragtes:
a) Man får ingen 6’ere
b) Man får hverken 1’ere eller 6’ere.
c) Man får et ulige øjental præcis 3 gange
(Carstensen m.fl. (2009b) side 163)
3. Teoridel
Middelværdien for en binomialfordeling er givet ved:
µ = n · p (C.15)
Derudover kan spredningen også findes, den er givet ved:
σ =
√
n · p · (1− p) (C.16)
Der kan derudover også laves en kumuleret sandsynlighed. Den kumulerede sandsyn-
lighed summerer sandsynlighederne sammen og man kan på den måde udtale sig om
tilfælde hvor P (X ≤ r).
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C.3 Klasse nummer to, dag 1
1. Teoridel
En hypotese er en antagelse eller en formodning om, at noget gælder.
I teorien for hypotesetest forsøger man ud fra et datamateriale (stikprøve)
at afgøre, om en given hypotese kan accepteres eller skal forkastes. Man
kan normalt ikke bevise, om en bestemt hypotese er sand eller falsk. Men
man kan i mange tilfælde ud fra en stikprøve beregne sandsynligheden for,
at hypotesen er rigtig. Hvis denne sandsynlighed er høj accepterer man
hypotesen, hvis sandsynligheden er lav, forkaster man den.
I de fleste tilfælde, hvor man udtager stikprøver for at udføre et test, fore-
ligger der en hypotese, som det ikke er tilrådeligt at forkaste, med mindre
observationerne på en afgørende måde taler imod den. En sådan hypotese
kaldes en nulhypotese og betegnes med H0. Andre mulige hypoteser kaldes
alternative hypoteser eller modhypoteser og betegnes ofte med H1.
(Nielsen m.fl. (2009) side 292)
Man kan altså opstille en generel nulhypotese der hedder:
H0 : P (gevinst) = p (C.17)
1. Eksempel
Hvis der skal udføres et forsøg med en mønt der bliver oplyst til at være symmetrisk og
som har 2 udfald (plat eller krone) så vil en naturlig nulhypotese hedde:
H0 : Mønten er symmetrisk,P (plat) = 0.5 (C.18)
En modhypotese kunne være, at man antager at mønten IKKE er symmetrisk. Derved
ville modhypotesen hedde:
H1 : Mønten er ikke symmetrisk,P (plat) 6= 0.5 (C.19)
1. Opgavedel
1. En sodavandsproducent påstår, at kun en femtedel af alle deres sodavandsfla-
sker indeholder for lidt sodavand. Opstil sodavandsproducentens udsagn som en
nulhypotesen.
2. En indehaver af en spillehal køber nogle nye spillemaskiner. Producenten påstår, at
der er gevinstudbetaling 45 gange ud af 100. Hvad er spillemaskine producentens
nulhypotese?
3. En konkurrerende producent påstår, at gevinstudbetalingen er meget lavere. I
følge den konkurrerende producent vil der kun være gevinstudbetaling 35 gange
ud af 110. Hvad er den konkurrerende producents alternative hypotese?
2. Teoridel
Besvarelserne fra 1. Opgavedel gennemgås og diskuteres.
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Udfald der strider imod nulhypotesen er også mulige. Det skyldes, at der arbejdes
med en binomial fordeling og derved vil alle udfald have en positiv sandsynlighed selv
om denne i yderkanterne kan være meget lille.
Men hvornår skal vi godkende hypoteserne? Hvis vi ikke fastsætter klare grænser er
der mulighed for at vi oplever følgende fejl:
• Fejl af 1. art. H0 forkastes, selv om den er sand.
• Fejl af 2. art. H0 forkastes ikke, selv om den er forkert.
Dette kan opstilles på skema form:
H0 Sand Falsk
Forkastes Fejl af 1. art Korrekt
Forkastes ikke Korrekt Fejl af 2. art
(Carstensen m.fl. (2009a) side 280)
2. Eksempel
Hvis vi vender tilbage til mønt eksemplet fra tidligere kan der altså opstilles en nulhypo-
tese. Men hvornår skal den accepteres og hvilke fejltyper kan der opstå?
Hvis mønten kastes 100 gange og den lander på plat 43 af gangene hvilke fejl er det så
muligt, at vi kommer til at udføre?
(Eleverne skal deltage i diskussionen, og nedenstående pointer skal fremhæves)
Hvis vi siger, at mønten ikke er symmetrisk risikere vi at udføre en fejl af 1. art hvis
mønten i virkeligheden var symmetrisk.
Hvis vi siger, at mønten er symmetrisk risikerer vi at udfører en fejl af 2. art hvis mønten
i virkeligheden ikke er symmetrisk.
2. Opgavedel
Diskuter i følgende:
Hvornår skal mønten, fra eksemplerne, accepteres som værende symmetrisk? (Ved hvilket
antal plat?) HUSK: Mønten bliver kastet 100 gange.
2. Diskussionsdel
Der tages en fælles diskussion om de resultater og grænser som eleverne har fastsat.
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C.4 Klasse nummer to, dag 2
1. Teoridel
Som nævnt kan man i mange tilfælde ud fra en stikprøve beregne sandsyn-
ligheden for, at nulhypotesen er rigtig. Hvis denne sandsynlighed er 80%,
accepterer man naturligvis nulhypotesen, men hvad nu hvis den er 10% ?
Som hovedregel vil man kun forkaste en nulhypotese, hvis den er meget
usandsynlig. I de fleste tilfælde vælger man et såkaldt signifikansniveau på
5%. Det vil sige man forkaster kun nulhypotesen, hvis dens sandsynlighed er
under 5%. Hermed har man på ingen måde påvist, at nulhypotesen er rigtig.
Man tør blot ikke på det forliggende grundlag forkaste den.
(Nielsen m.fl. (2009) side 293)
Signifikansniveauet definere altså den risiko for at begå fejl af 1. art, som man er
villig til at løbe.
1. Eksempel
Hvis vi tager mønt eksemplet fra sidste gang har vi altså at en mønt kastes 100 gange
og vi skal afgøre hvorvidt mønten er symmetrisk eller ej.
Hvad betyder det hvis vi siger at signifikansniveauet er på 5%?
Figur C.1 Figur der viser en binomialfordeling med to haler hvor grøn er den kritiske mængde
og rød acceptmængden ved 5% signifikansniveau.
Når vi som på figur C.1 har to haler skal de 5% signifikansniveau deles med 2 så
signifikans niveauet på hver af halerne er 2, 5%. Det betyder altså, at vi på hver side af
50 ikke vil acceptere det antal udfald der har en sandsynlighed på 2, 5% eller under.
Rent matematisk kan det skrives som:
P (X ≤ K1) = 0, 025 og P (X ≥ K2) = 0, 025 (C.20)
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K1 og K2 beskriver det antal udfald hvorved det gælder på henholdsvis venstre og højre
side af 50.
1. Opgavedel
Udregn ved hvilke K-værdier hypotesen må forkastes. (Hint: n=100 og p=0,5)
Signifikansniveauet behøver ikke altid være 5%.
Udregn ved hvilke K-værdier nulhypotesen må forkastes med hhv. 2% og 10% signifi-
kansniveau.
2. Teoridel
Når K-værdierne er fundet kan man opstille acceptmængden og den kritiske mængde.
Den kritiske mængde er defineret ved at indeholde alle K-værdierne der opfylder
P (X ≤ K1) = signifikansniveauet2 og P (X ≥ K2) = signifikansniveauet2 . Acceptmængden er
givet ved K1 < X > K2. Illustration af de to mængder kan ses i figur C.2
Figur C.2 Illustration af acceptmængde og kritisk mængde
Der er altså fire trin når en binomialtest skal udføres:
1. Der opstilles en nulhypotese på baggrund af det forsøg der skal udføres.
2. Der bestemmes et signifikansniveau.
3. Acceptmængde og den kritiske mængde bestemmes.
4. Test udfaldet bliver testet op imod acceptmængden og den kritiske mængde.
Nulhypotesen forkastes hvis testudfaldet ligger i den kritiske mængde og accepteres
hvis det ligger i acceptmængden.
2. Eksempel
Starter vi helt fra bunden med mønt eksemplet foregår testen på denne måde.
Vi får af vide, at vi skal finde ud af hvorvidt en mønt er symmetriske eller ej. Mønten
kastes 100 gange. En mønt der er symmetrisk antages at have udfaldene plat eller krone
begge med sandsynligheden 0,5. Vi kan altså opstille en nulhypotese der hedder:
H0 : P (plat) = 0, 5 (C.21)
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Vi beslutter, at signifikansniveauet skal være 5% og derved 2, 5% til hver hale. På
den måde finder vi, at K1 = 39 og K2 = 60. Vi har altså en acceptmængde, der indehol-
der værdierne A = (40, 41, ..., 58, 59), og en kritisk mængde der indeholder værdierne
K = (0, 1, ..., 38, 39, 60, 61, .., 100).
Vi får oplyst, at den testet terning har haft et udfald på 43 plat ud af 100 gange. Da det
falder inden for acceptmængden kan nulhypotesen altså accepteres og mønten betragtes
som værende symmetrisk.
2. Opgavedel
Et parti fik ved sidste valg 25, 9% af stemmerne. Der er blevet lavet en ny meningsmåling,
hvor der er blevet adspurgt 1000 personer. Personerne har kun kunne svare, at de ville
stemme på partiet eller, at de ikke ville. Den ene persons svar var uafhængigt af den
andens. Der kan altså benyttes en binomialfordeling. I meningsmålingen får pariet et
noget dårligere resultat end ved valget, men en talsmand fra partiet siger, at det skyldes
usikkerheden i meningsmålinger og han er sikker på, at partiet får samme stemmeprocent
ved et valg.
1. Opstil partiets nulhypotese
2. Bestem et signifikansniveau (2%, 5% eller 10%) og bestem den kritiske mængde
3. Partiet får i meningsmålingen 22, 9% af stemmerne. Kan partiets nulhypotese
accepteres, og hvad betyder det?
2. Diskussionsdel
Resultaterne fra elevernes opgaver gennemgås og diskuteres.
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C.5 Klasse nummer tre, dag 1
1. Teoridel
Der startes med en opsummering af hvordan differentialkvotienten findes ved hjælp af:
Definition:
Hvis f(x) er en funktion og x0 et punkt i definitionsmængden, er differenskvo-
tienten ud fra punktet x0 givet ved
∆y
h
= f(x0 + h)− f(x0)
h
. (C.22)
Den angiver hældningen for sekanten mellem punkterne (x0, f(x0)) og
(x0 + h, f(x0 + h)).
Hvis differenskvotienten ∆yh har en grænseværdi for h → 0, kaldes græn-
seværdien for differentialkvotienten i x0 og betegnes f ′(x0). Den angiver
hældningen for tangenten i (x0, f(x0)). Altså gælder
∆y
h
= f(x0 + h)− f(x0)
h
−→ f ′(x0) for h→ 0 (C.23)
Hvis grænseværdien f ′(x0) eksisterer, kaldes funktionen differentiabel i x0.
Hvis Funktionen er differentiabel i alle punkter i definitionsmængden, kaldes
f(x) for en differentiabel funktion.
(Carstensen m.fl. (2009a) side 63)
Der er altså tre trin til at finde differentialkvotienten i x0:
1. Beregningen af funktionstilvæksten ∆y
2. Beregning af differenskvotienten ∆yh
3. Undersøg om der er en grænseværdi når h→ 0, og bestem denne.
Disse tre trin kaldes for tre trins reglen
1. Opgavedel
Bestem, ved hjælp af tre trins reglen, differentialkvotienten i x0. (Hjælpemidler må
gerne benyttes)
» a) f(x) = 10− 3x
2 b) g(x) = 17 + x3
c) h(x) = 16− 12 · √x d) k(x) = 2− 25 · 1x
« (Clausen m.fl. (2006b) side 23)
1. Eksempel
Eleverne skal inddrages i udførslen af eksemplet.
Vi får givet funktionen f(x) = 4x og skal finde differentialkvotienten i punktet x.
Vi benytter os af tre trins reglen:
1. trin - ∆y = f(x+ h)− f(x) = 4x+h − 4x = 4x · 4h − 4x = 4x · (4h − 1)
2. trin - ∆yh =
4x·(4h−1)
h = 4x · 4
h−1
h
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3. trin - Vi deler udtrykket op i to stykker og benytter os af CAS. Første del 4x er
ikke påvirket af h og ændres derfor ikke. Anden del 4h−1h , indeholder h, og ved
hjælp af CAS ses det, at udtrykket går mod ln(4) når h går mod 0.
Differentialkvotienten i punktet x bliver altså:
f ′(x) = 4x · ln(4) (C.24)
2. Opgavedel
Bestem, ved hjælp af tre trins reglen, differentialkvotienten i punktet x for følgende
funktioner. (Hjælpemidler må gerne benyttes)
a) f(x) = 10x b) g(x) = 0, 5x + 5 c) h(x) = 200x
d) f1(x) = −10x + 3x e) g1(x) = 5x f) h1(x) = −4x
2. Teoridel
Elevernes resultater gennemgås og diskuteres. Ud fra resultaterne konkluderes det i
fællesskab, at:
Sætning:
Eksponentialfunktionerne f(x) = ax har de afledte f ′(x) = ax · ln(a).
3. Opgavedel
Find, ved hjælp af tre trins reglen, differentialkvotienten i punktet x til funktionen
f(x) = ex. (Hjælpemidler må gerne benyttes)
3. Teoridel
Elevernes resultater fra 3. opgavedel inddrages i følgende.
» Den naturlige eksponentialfunktion f(x) = ex er sin egen afledede, det vil sige
f ′(x) = ex. Dette følger af, at f ′(x) = ex · ln(e) = ex. Da nemlig e er grundtallet for
den naturlige logaritmefunktion, er ln(e) = 1. « (Carstensen m.fl. (2009a) side 86)
3. Eksempel
Eleverne skal inddrages i udførslen af eksemplet.
Vi får givet funktionen f(x) = 4k·x og skal finde differentialkvotienten i punktet x.
Vi benytter os af tre trins reglen:
1. trin - ∆y = f(x+h)−f(x) = 4k(x+h)−4(k ·x) = 4k·x ·4k·h−4k·x = 4k·x · (4k·h−1)
2. trin - ∆yh =
4k·x·(4k·h−1)
h = 4k·x · 4
k·h−1
h
3. trin - Vi deler udtrykket op i to stykker og benytter os af CAS. Første del 4x er
ikke påvirket af h og ændres derfor ikke. Anden del 4k·h−1h indeholder h og ved
hjælp af CAS ses det, at udtrykket går mod k · ln(4), når h går mod 0.
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Differentialkvotienten i punktet x bliver altså:
f ′(x) = 4k·x · k · ln(4) (C.25)
Hvis vi benytter os af den korte vej så kan vi konstatere, at 4k er en konstant
og derved kan vi benyttes os af sætningen fra før og sætte 4k på a’s plads. Derved
fåes f ′(x) = (4k)x · ln(4k) og ved hjælp af regneregler for logaritmen kan vi sige, at
f ′(x) = (4k)x · k · ln(4).
4. Opgavedel
Bestem, vedhjælp af tre trins reglen, differentialkvotienten i punktet x for følgende
funktioner. (Hjælpemidler må gerne benyttes)
a) f(x) = 12−2x b) g(x) = 0, 56x + 5
c) h(x) = 23x − 24x d) f1(x) = −104x + 40
4. Teoridel
Vi ved altså følgende:
Differentialkvotienter for eksponentialfunktioner er givet ved:
f(x) f’(x)
ax ax · ln(a)
ak·x ak·x · k · ln(a)
ex ex
ek·x k · ek·x
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C.6 Klasse nummer tre, dag 2
1. Opsummering
Kort summering fra sidste undervisningsgang.
Differentialkvotienter for eksponentialfunktioner er givet ved:
f(x) f’(x)
ax ax · ln(a)
ak·x ak·x · k · ln(a)
ex ex
ek·x k · ek·x
Der startes nu på noget nyt.
1. Eksempel
Vi kender differentialkvotienterne for eksponentialfunktioner og vi skal nu finde ud af
hvad differentialkvotienten er for logaritmiske funktioner.
Eleverne skal inddrages i udførslen af eksemplet.
Vi får givet funktionen f(x) = ln(4x) og skal finde differentialkvotienten i punktet x.
Vi benytter os af tre trins reglen:
1. trin - ∆y = f(x+ h)− f(x) = ln(4(x+ h))− ln(4x) = ln ( 4x+4h4x ) = ln (1 + hx)
2. trin - ∆yh =
ln(1+hx )
h
3. trin - Vi lader h gå mod 0 for ln(1+
h
x )
h ved hjælp af CAS ses det, at det går mod1
x .
Differentialkvotienten i punktet x bliver altså:
f ′(x) = 1
x
(C.26)
1. Opgavedel
Bestem, ved hjælp af tre trins reglen, differentialkvotienten i punktet x for følgende
funktioner. (Hjælpemidler må gerne benyttes)
a) f(x) = ln(2x) b) g(x) = 3 + ln(3x) c) h(x) = 3x + ln(4x)
d) f1 = ln(10x) e) g1(x) = ln(−3x)
2. Teoridel
Elevernes resultater opsamles, og ud fra dem skal det konkluderes, at:
Sætning:
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Hvis f(x) = ln(k · x) så vil f ′(x) = 1x , for x > 0
og ligeledes:
Sætning:
Hvis f(x) = ln(x) så vil f ′(x) = 1x , for x > 0
2. Eksempel
Hvad betyder det i forhold til f(x)?
» Den afledede funktion af f(x) = ln(x) er f ′(x) = 1x , og dette betyder, at hældningen
for tangenten til grafen i punktet x er 1x . På figur C.3 er tegnet tangenterne for x = 3
og x = 7 med hældninger 13 og
1
7 . « (Carstensen m.fl. (2009a) side 89)
Figur C.3 Funktionen f(x) = ln(x) er illustreret med blå streg og hældninger i til værdierne
x = 3 og x = 7 erillustreret med hhv. rød og grøn streg.
2. Opgavedel
a) Bestem, ved hjælp af tre trins reglen, differentialkvotienten i punktet x for f(x) =
ln(x).
b) Bestem differentialkvotienten i punktet x for følgende funktioner. HINT: Logarit-
meregneregler kan med fordel benyttes. (Hjælpemidler må gerne benyttes)
a) f2(x) = ln(x3) b) f2(x) = (ln(x))2 c) f3 = ln( 1x )
d) f4(x) = ln(−4x) e) f5(x) = 2x − 5 · ln(x) f) f6(x) = ln(x− 2x)
(Carstensen m.fl. (2009b) side 48)
3. Teoridel
Vi har tidligere vist, at f(x) = xn har differentialkvotienten f ′(x) = n · xn−1 for hel tal.
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3. Opgavedel
Undersøg om det også gælder når potensen er rationale eller irrationale tal. Benyt for
eksempel 12 ,
1
3 ,
1
4 for de rationale tal, og
√
2,
√
3,
√
4 for de irrationale tal.
4. Teoridel
Elevernes resultater opsamles, og ud fra dem skal det konkluderes at.
Sætning: Hvis f(x) = xa, så er f ′(x) = a · xa−1.
4. Opsummering
Vi kan altså nu opstille regnereglerne til at finde differentialkvotienterne for tre typer af
funktioner:
Eksponentielle funktioner:
f(x) f’(x)
ax ax · ln(a)
ak·x ak·x · k · ln(a)
ex ex
ek·x k · ek·x
Logaritmiske funktioner:
f(x) f’(x)
ln(x) 1x
ln(k · x) 1x
Potens funktioner:
f(x) f’(x)
xa a · xa−1
4. Opgavedel
Bestem f ′(x) i hvert af følgende tilfælde:
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a) f1 =
√
(2x− 3) b) f2(x) = (4x− 1)3 c) f3(x) = (2x2 + 1) 12
d) f4(x) = (x4 + x2)
1
2 e) f5 = (x2 + 3x2)6 f) f6(x) = (ex − 2x)4
g) f7(x) = (4x + 2)−3 h) f8(x) = 4x(2− 3x)3 i) f9(x) =
√
3x2 − x
(Carstensen m.fl. (2009b) side 52)
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C.7 Klasse nummer fire, dag 1
1. Teoridel
Definition:
Funktionen F kaldes en stamfunktion til f , hvis F ′(x) = f(x).
(Carstensen m.fl. (2009a) side 171)
Figur C.4 Nielsen m.fl. (2009) side 193
En stamfunktion til funktionen f(x) betegnes også
∫
f(x)dx, dvs.∫
f(x)dx = F (x)⇔ F ′(x) = f(x). (C.27)
∫
f(x)dx kaldes også det ubestemte integral af f(x), og f(x) kaldes inte-
granden.
(Clausen m.fl. (2006a) side 51)
Efter den måde, stamfunktionen er defineret på, gælder integrationsprøven:
f(x) =
∫
f(x)dx⇔ F ′(x) = f(x) (C.28)
Vi kan også skrive dette sådan:(∫
f(x)dx
)′
= f(x) (C.29)
(Carstensen m.fl. (2009a) side 171)
1. Eksempel
• F (x) = 12x2 er en stamfunktion til f(x) = x, fordi F ′(x) = x
• G(x) = ex er en stamfunktion til g(x) = ex, fordi G′(x) = ex
• H(x) = ex+7 er en stamfunktion til h(x) = ex, fordiH ′(x) = ex+0 = ex
Når man skal undersøge, om en forelagt funktion F (x) er en stamfunktion,
benytter man sig af integrationsprøven, det vil sige at man undersøger om
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F ′(x) = f(x). Man kunne for eksempel spørge:
Er F (x) = 12x2 + 7ex − 7x en stamfunktion til f(x) = x+ 7ex − 7?
For at besvare spørgsmålet udregner man F ′(x):
F ′(x) = 2 · 12 · x+ 7 · ex − 7 = x+ 7ex − 7
da dette netop er f(x), er F (x) en stam funktion til f(x).
(Nielsen m.fl. (2009) side 194)
1. Opgavedel
Undersøg ved hjælp af integrationsprøven, hvilke af følgende udsagn der er
sande:
a)
∫
3dx = 3x− 4 b) ∫ x2dx = 12x3 + 4 c) ∫ 1x2 dx = 1x + 5
d)
∫ 6√
x
dx = 12
√
x− 9 e) ∫ 0dx = 7 f) ∫ e2xdx = 2e2x + 9
g)
∫
(3x)2dx = 9xln(9) − 5 h)
∫ −ln(x)dx = 3 +−xln(x)
(Carstensen m.fl. (2009b) side 55)
2. Teoridel
Som nævnt er integration den omvendte proces til differentiation. Der er
dog en klar forskel på et bestemt punkt. En given differentiabel funktion har
én bestemt afledt funktion, som vi kan bestemme ved hjælp af regneregler
eller grafregner. En given integrabel funktion har derimod flere stamfunk-
tioner. Hvis F (x) er en stamfunktion til f(x), vi G(x) = F (x) + c, hvor c
er en konstant, også være det. Det kn vi indse ved at bruge integrationsprøven:
G′(x) = F ′(x) + c′ = f(x) + 0 = f(x) (C.30)
Hvis man lægger en konstant til en stamfunktion, får man altid en ny stam-
funktion, fordi differentialkvotienten af en konstant er 0.
(Nielsen m.fl. (2009) side 195)
Sætning:
Hvis F (x) er en stamfunktion til f(x), er alle funktioner af typen F (x) + k,
hvor k er en konstant, stamfunktioner til f(x). En ny stamfunktion F1(x)
til f(x) kan skrives som F1(x) = F (x) + k
(Clausen m.fl. (2006a) side 53)
Sætning:
Hvis f og g er kontinuerte funktioner med samme definitionsmængde gælder:
1.
∫
(f + g) (x)dx =
∫
f(x)dx+
∫
g(x)dx (C.31)
2.
∫
(f − g) (x)dx =
∫
f(x)dx−
∫
g(x)dx (C.32)
3.
∫
k · f(x)dx = k ·
∫
f(x)dx (C.33)
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(Carstensen m.fl. (2009a) side 174)
Derud over gælder det, at: ∫
xn = 1
n+ 1x
n+1 (C.34)
2. Eksempel
Ved hjælp af figur C.5 se det, at funktionen f(x) = 2x2 − 3x (tegnet med blåt) har
forskellige stamfunktioner som kun variere med konstanten k. Stamfunktionen til f(x) =
2x2 − 3x er altså givet ved F (x) = 23x3 − 32x2 + k.
Figur C.5 Graf der viser parallel forskudte stamfunktionerne F (x) = 23x
3 − 32x2 + k, samt
integranden f(x) = 2x2 − 3x
2. Opgavedel
Angiv:
a)
∫
(2x+ 4)′dx b)
∫
(2x)′dx+ 4 c) 2
∫
(x2)′dx+ 4
d)
∫
(2x− 5√x)′ dx e)
(∫ 2x√
x−4dx
)′
Angiv samtlige stamfunktioner til hver af følgende funktioner:
f) f(x) = 4x3 + 2x− 3 g) f(x) = −2x8 + 2x−6 h) f(x) = 3
√
x+ 1
i) f(x) = x3
√
x j) f(x) = (2x− 1)7 k) f(x) = (3x4 − 1)5 · x4
(Carstensen m.fl. (2009b) side 55 og 56)
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C.8 Klasse nummer fire, dag 2
1. Teoridel
Dette er en ren teoretisk gennemgang af hvordan man beregner et bestemt integral.
Definition:
Lad F (x) være en stamfunktion til funktionen f(x). Tallet
F (b)− F (a) (C.35)
kaldes det bestemte integral af f(x) i [a; b], og man skriver
∫ b
a
f(x)dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a). (C.36)
(Clausen m.fl. (2006a) side 64)
Det gælder at en vilkårlig stamfunktion kan benyttes:
Hvis F (x) = f(x)dx og F1(x) = f(x) + k, da vil det gælde, at det bestemte integral for
F1(x), kan bestemmes ved det bestemte integral for F (x):
[F1(x)]ba = F1(b)− F1(a)
= (F (b) + k)− (F (a) + k)
= F (b)− F (a)
=
∫ b
a
f(x)dx
(C.37)
1. Eksempel
Følgende bestemte integraler udregnes således:
∫ 4
1
7dx = [7x]41 = 7 · 4− 7 · 1 = 28− 7 = 21 (C.38)
∫ 9
1
1
x
dx = [ln(x)]91 = ln(9)− ln(1) = ln(9) (C.39)
∫ 0
−2
6e3tdt =
[
2e3t
]0
−2 = 2e
0 − 2e−6 = 2− 2e−6 (C.40)
∫ 4
1
(
3x2 − 1√
x
)
dx =
[
x3 − 2√x]41 = 64− 4− (1− 2) = 61 (C.41)
(Clausen m.fl. (2006a) side 64)
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1. Opgavedel
Angiv, uden brug af CAS, følgende bestemte integraler:
a)
∫ 2
0 x
4dx b)
∫ 2
1 x
−5dx c)
∫ e
1 x
−1dx
d)
∫ 3
−3 6dx e)
∫ 4
1 x
√
xdx f)
∫ ln(2)
0 e
4xdx
(Carstensen m.fl. (2009b) side 62)
2. Eksempel
En cyklist accelerer jævnt til 10 m/s over 10 sekunder. Derefter fortsætter han med 10
m/s i 12 sekunder, og decelerer efterfølgende jævnt til 0 m/s på 4 sekunder.
Med elevernes hjælp opstilles følgende:
Arealet under grafen beskriver den samlede distance som cyklisten har tilbagelagt.
Med elevernes hjælp udregnes arealet ved hjælp af geometri.
For den første trekant vil det gælde at:
Arealet = 12 · 10m/s · 10s = 50m (C.42)
for firkanten, vil det gælde at:
Arealet = 10m/s · 12s = 120m (C.43)
og for den sidste trekant vil
Arealet = 12 · 4m/s · 10s = 20m (C.44)
I alt har cyklisten på 26 sekunder tilbagelagt en distance på 190m.
Sammen med eleverne findes de 3 lineære funktioner, som sammen kan beskrive grafen.
1. f1(x) = x,[0, 10]
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2. f2(x) = 10, [10, 22]
3. f3(x) = −2, 5x+ 65,[22, 26]
Uden at nævne noget med areal skal det nu overlades til eleverne i grupper at finde de
bestemte integraler af funktionerne i de givne intervaller.
Sammen med eleverne skal det konkluderes, at det er muligt at finde arealet under
en graf ved hjælp af bestemt integral.
2. Opgavedel
» Nedenfor er angivet seks funktioner med hver sit interval. Udregn i hvert tilfælde
arealet under grafen i det angivne interval. « (Nielsen m.fl. (2009) side 210)
1. f1(x) = 12x2 + 2 i intervallet [2, 4].
2. f2(x) = 2x2 − 3x+ 2 i intervallet [−1, 2].
3. f3(x) = 12x2 − x+ 2 i intervallet [−2, 1].
4. f4(x) = x4 − 4x2 + 4 i intervallet [−
√
2,
√
2].
5. f5(x) = ex − 2 i intervallet [0, 2]
6. f6(x) = 2x + 3
√
x i intervallet [1, 5]
